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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit gehört innerhalb der mathematischen Logik in das Gebiet der

Beweistheorie, dessen Name sich von der Tatsache ableitet, dass in ihm for-

male Beweise die Objekte der Untersuchung sind. Seit Gentzens Beweis der

Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie mit einer Induktion über eine Wohl-

ordnung der Länge ε0 als einzigem nicht-finiten Argumentationsmittel spielen

Ordinalzahlanalysen eine wichtige Rolle in der Beweistheorie. Ein Leitmotiv für

beweistheoretische Ordinalzahlanalysen ist eine Fragestellung, die auf Georg

Kreisel zurückgeht: Haben wir mehr Erkenntnis als die Wahrheit eines Satzes

gewonnen, wenn wir wissen, aus welchem Axiomensystem er abgeleitet werden

kann? Diese Arbeit geht einen der Aspekte an, unter denen man tatsächlich

durch die Kenntnis einer formalen Theorie, die eine gegebene Aussage beweist,

zusätzliche Information erhält. Haben wir von einer berechenbaren Funktion

f : IN→ IN in einer der hier untersuchten Theorien gezeigt, dass zu jedem x ein

Funktionswert f(x) existiert, so gewinnen wir eine Aussage über das Wachs-

tumsverhalten dieser Funktion.

Den beweistheoretischen Zugriff auf imprädikative Theorien hat Wolfram

Pohlers durch Methode der lokalen Prädikativität ermöglicht. Gerhard Jäger

hat dieses Prinzip auf Mengenlehren angewendet. Dabei hat er Theorien ver-

wendet, deren Entwicklung auf Saul Kripke und Richard Platek zurückgeht.

Durch die stetige Weiterentwicklung gibt es inzwischen sehr elegante Ordinal-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

zahlanalysen von Kripke-Platek Mengenlehren, bis hin zu der stärksten Theorie

KP+(Π3–Ref), für die bislang eine solche Analyse vollständig veröffentlicht1

wurde. Besonders durch die Einführung der Operator kontrollierten Herleitun-

gen2 von Wilfried Buchholz sind die Beweisgänge sehr durchsichtig geworden.

Um aus einer Ordinalzahlanalyse eine Klassifizierung der beweisbar rekursiven

Funktionen zu gewinnen, gibt es schon lange ein allgemeines Konzept3. Aller-

dings benutzt es schwere metamathematische Methoden und die Ausführung

ist technisch so unerfreulich, dass man lieber davon Abstand nimmt, diesen

Weg für stärkere Mengensysteme einzuschlagen. Einen beträchtlichen Fort-

schritt auf diesem Gebiet hat Andreas Weiermann4 erzielt, und zwar über

einen neuen Zugang zu subrekursiven Hierarchien, den er in Zusammenarbeit

mit Wilfried Buchholz und Adam Cichon entwickelt hat5. Diese Methode hat

zwei Nachteile. Zum einen kann man sie nur bei Ordinalzahlanalysen einsetzen,

die auf Bezeichnungssystemen mit totalen Kollabierungsfunktionen beruhen.

Diese gibt es zwar noch für Theorien bis zu der Stärke von KPM, aber es ist

nicht klar, ob man sie für KP+(Π3–Ref) entwickeln kann, geschweige denn für

noch stärkere Theorien, deren Analyse die Zukunft bringen mag. Zum anderen

lässt sich das Verfahren nicht in Zusammenklang mit den Operator kontrol-

lierten Herleitungen bringen. Daher muss man die Analyse im
”
alten Stil“

durchführen und handelt sich dabei einige technische Schwierigkeiten ein. Der

Blick auf den wesentlichen Beweisgang scheint verstellt.

Also ist es wünschenswert diese Technik weiterzuentwickeln und mit den Ope-

rator kontrollierten Herleitungen zu verheiraten. Dieses Ziel ist mit der vor-

liegenden Arbeit erreicht. Da für das angestrebte Ergebnis endliche Ordinal-

zahlen die entscheidende Rolle spielen, ist es klar, dass der Weg neue Rech-

nungen
”
auf unterster Ebene“ erfordert. Aber außer diesen zusätzlichen Rech-

nungen braucht man an einer vorliegenden Ordinalzahlanalyse im Stil von

1in [Rathjen 1994b]
2in [Buchholz 1991a]
3Dies wird z.B. in [Pohlers 1992] skizziert.
4in [Weiermann 1996]
5in [Buchholz et al. 1994]
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[Buchholz 1991a] bzw. [Rathjen 1994b] nur geringfügige Änderungen vorzu-

nehmen.

Wir führen verfeinerte Operatoren Hη ein, bei denen der endliche Kontent der

Ordinalzahlen durch den Parameter η kontrolliert wird. Entscheidend dafür,

dass sich die Analyse so leicht auf diese Operatoren anpassen lässt, ist die

Entdeckung, dass man den Parameter η während des verwickelten Vorgangs

der Schnittelimination nicht, wie die Herleitungslänge, zu kollabieren braucht.

Dies hätte manigfaltige technische Schwierigkeiten mit sich gebracht. Anstatt-

dessen kann man den Parameter ganz am Ende der Analyse durch Anwendung

einer einzigen Kollabierungsfunktion in den abzählbaren Bereich bringen (sie-

he η–Kollabierung, Satz 8.5).

Um den Leser mit der neuen Technik zur Bestimmung der beweisbar rekursiven

Funktionen einer Theorie vertraut zu machen, wird im ersten Kapitel die Zah-

lentheorie PA (Peano Arithmetik) untersucht. Dabei wurde viel Wert auf Mo-

tivation und Ausführlichkeit in den Beweisen gelegt. Die Analyse geht auf eine

Entdeckung von Andreas Weiermann zurück und ist in [Blankertz et al. 1996]

veröffentlicht. Im Hauptteil folgt die Untersuchung der Mengenlehren KPM

und KP+(Π3–Ref). Da die Ordinalzahlanalysen dieser Theorien von Wilfried

Buchholz und Michael Rathjen sehr schön und ausführlich veröffentlicht sind,

wurden diejenigen Sätze, die unverändert übernommen werden können, nur

zitiert. Hingegen sind alle zusätzlichen Rechnungen, die das neue Verfahren

benötigt, detailliert niedergeschrieben. Der Anhang widmet sich mit dem er-

sten Kapitel der Analyse von KPω. Das Ergebnis hätte im Hauptteil en pas-

sent mit erledigt werden können. Dadurch, dass es hier seperat behandelt wird,

können aber einfacher konzipierte Operatoren eingesetzt werden. Dieser An-

satz mag für weitere Forschung in diesem Gebiet von Interesse sein. Außer-

dem stellt die Art, wie der endliche Kontent des Operators kontrolliert wird,

einen Zwischenschritt von PA zu KPM dar und kann somit das Verständnis der

schweren Analysen erleichtern. Die restlichen beiden Anhangskapitel enthalten

elementare, aber aufwendige Beweise, die wegen ihres geringen Stellenwertes

für die Analyse aus dem Hauptteil verbannt wurden.
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1.1 Ideen dieser Arbeit

Bei der beweistheoretischen Untersuchung einer Theorie verwendet man infi-

nitäre Systeme, die – zumindest für bestimmte Formelklassen – Schnittelimi-

nation erlauben. In der bekannten Analyse von PA spielt PAω diese Rolle.

Während der Schnittelimination für imprädikative Theorien müssen die Ordi-

nalzahlen im gesamten Beweisbaum kollabiert werden, um die problematischen

Schlussregeln (die das Imprädikative ausmachen) durch unproblematische er-

setzen zu können. Damit dieser Vorgang zu einem korrekten Beweisbaum führt

(Kollabierungsfunktionen sind notwendigerweise nicht überall streng mono-

ton), dürfen dort nur bestimmte Ordinalzahlen auftreten. Dazu wird in dem

infinitären System jede Herleitung von einem Operator kontrolliert, der be-

stimmt, welche Ordinalzahlen in welchen Herleitungsschritten erlaubt sind.

Von diesem Gedanken ist die im ersten Kapitel verwendete Methode zur Be-

stimmung der beweisbar totalen Funktionen von PA inspiriert. Jede Herlei-

tung wird von einer Funktion kontrolliert, in der Art, dass Existenzbeispiele

in Abhängigkeit von Numeralen, die im weiteren Verlauf der Herleitung durch

Allschlüsse gebunden werden, nicht stärker wachsen dürfen als die kontrollie-

rende Funktion. Eine schnellwachsende Funktionenhierarchie (Fγ)γ<ε0 , die in

diesem Kalkül die Ordinalzahlanalyse erlaubt, majorisiert die beweisbar tota-

len Funktionen von PA6. Bei diesem Verfahren kann also direkt die angestrebte

Funktionenhierarchie als Kontrollinstanz in der Herleitungsrelation eingesetzt

werden.

In diesem Aspekt ist die Lage bei der Analyse von KPω ähnlich. Bei der reinen

Ordinalzahlanalyse kann man Operatoren

Hη(X) = {α : SCΩ(α) < θ̄ηX̌} mit X̌ := ξ1 ⊕ · · · ⊕ ξn
für X = {ξ1, . . . , ξn}

verwenden. Sie stellen sicher, dass die Kollabierungsfunktion (α 7→ θ̄α0) für

α > η (unter gewissen Zusatzbedingungen) auf den Ordinalzahlen aus dem

6Eine ausführliche Übersicht über den Beweisgang bietet die Movitation im Abschnitt

2.3.
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Operator streng monoton ist. Dieser Operator wird nun durch eine Forde-

rung an die Norm der beinhalteten Ordinalzahlen eingeschränkt, nämlich durch

NΩ(α) < Fθ̄ηX̌(0). Diese Restriktion korrespondiert wieder direkt zum ange-

strebten Ziel, der Majorisierung der beweisbar rekursiven Funktionen durch

die Hierarchie (Fγ)γ<θ̄εΩ+10: Aus einem schnittfreien Beweis der Totalität der

Funktion {e}

Hη|α0 ∀x∈ω ∃y∈ω T ′(e, x, y) folgt mit Allinversion

Hη[x]|α0 ∃y∈ω T ′(e, x, y) für alle x ∈ ω.
Der letzte Schluss war ein Existenzschluss, hatte also die Prämisse7

Hη[x]|α0
0 T ′(e, x, t).

Es ist |t| ∈ Hη[x], also gilt |t| = NΩ(|t|) < Fθ̄ηx(0) < Fθ̄ηω(x).

Insgesamt ergibt sich ∀x ∃y<Fθ̄ηω(x) {e}(x) = y, wenn T ′ eine Version von

Kleenes T–Prädikat in der Sprache der Mengenlehre ist.

Leider scheint sich diese glatte Beweisführung nicht auf KPM übertragen zu

lassen. Dort haben wir Kollabierungsfunktionen ψκ für alle regulären κ ≤ M .

Eine Einschränkung der Operatoren à la Nα < FψΩη(0), die das Vorhandensein

weiterer Kollabierungsfunktionen ignoriert, greift zu kurz. Auch wenn das Ziel

der Schnittelimination durch Anwendung einer einzigen Kollabierungsfunktion

ψΩ erreicht wird, treten im Induktionsbeweis doch alle möglichen Zwischenkol-

labierungen für κ > Ω auf. Dabei erweist sich die Forderung Nα < FψΩη(0) im

Operator als zu restriktiv. Schwächt man die Bedingung ab zu Nα < Fη(0),

sieht man sich vor dem unlösbaren Problem, η in den abzählbaren Bereich zu

bekommen. Zu η > Ω findet man kein η′ < Ω, für das Fη ≤ Fη′ gilt. Um den

Parameter, der den endlichen Kontent des Operators kontrollieren soll, kolla-

bieren zu können, muss man sich einer komplexeren Bedingung bedienen. Aus

[Buchholz et al. 1994] kennen wir die Definitionen:

α�1
x η :⇔ α < η & Nα ≤ Φ(Nη + x) und �x := TC(�1

x)

Fη(x) := max ({x+ 1} ∪ {Fα◦Fα(x) : α�1
x η})

7Für eine formal korrekte Argumentation wird auf den Satz A.20 (ii) verwiesen.
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Aus α �x η folgt Fα(x) < Fη(x). Wir schränken nun einen Operator H mit

Hilfe der �x–Relation wie folgt ein

Hη(X) := H(X)∩{α∈ dom(N) : α�∨Xη} mit ∨X := max {Nξ : ξ∈X}.

Dadurch haben wir Folgendes erreicht. Während der Schnittelimination kann

der Parameter η groß bleiben, d.h. er braucht nicht kollabiert zu werden. Die

Bedingung α�∨X η lässt genug Raum, damit die Schnittelimination mit allen

Zwischenkollabierungen durchgeführt werden kann. Ist die Schicht eines Terms

t ∈ Lω im Operator Hη[x], es gilt also |t| �x η, so kann man diese Relation

kollabieren zu ψΩ|t|�x ψΩη. Daraus folgt

|t| < FψΩ|t|(x) < FψΩη(x).

Also können die beweisbar rekursiven Funktionen von KPM wie oben bei KPω

skizziert, majorisiert werden. Allerdings war es vorschnell zu behaupten, dass

die Relation �x kollabiert werden kann. Diese Eigenschaft können wir nur

durch eine speziellere Definition der Hη–Operatoren sichern. Das Geheimnis

zu lüften, wie dies anzustellen ist, bleibt dem Hauptteil dieser Arbeit überlas-

sen.

1.2 Resultate

Zur einheitlichen Darstellung der Ergebnisse dieser Arbeit definieren wir die

beweistheoretischen Ordinalzahlen aller untersuchten Theorien.

• ||PA || := ε0

• ||KPω|| := ϑεΩ+1

• ||KPM || := ψΩ(εM+1)

• ||KP + ( Π3 –Ref) || := Ψ0
Ω(εK+1)

Dabei sind Ω, M und K die kleinste überabzahlbare Kardinalzahl, die kleinste

Mahlo Kardinalzahl und die kleinste schwach kompakte Kardinalzahl. ϑ, ψΩ

und Ψ0
Ω sind Kollabierungsfunktionen, die ihre Argumente in den abzählbaren
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Bereich kollabieren8. Da ihre Definition aufwendig ist, wird hier nur auf die

Definitionen A.1, 3.4 und 3.15 im Hauptteil verwiesen. Sie werden im Rahmen

von Ordinalzahlbezeichnungssystemen definiert, die sich als primitiv-rekursive

Prädikate auf den natürlichen Zahlen kodieren lassen. Diese Bezeichnungssy-

steme, die zu jeder obigen Theorie T entwickelt werden, ermöglichen es jeder

bezeichneten Ordinalzahl α eine Norm NTα ∈ IN zuzuordnen. Wir klassifizie-

ren die beweisbar rekursiven Funktionen mit Hilfe schnellwachsender Funktio-

nenhierarchien. Sie werden über den Zugang aus [Buchholz et al. 1994] defi-

niert. 2x(k) bezeichne die iterierte zweier Potenzierung, d.h. es ist 20(k) := k

und 2x+1(k) := 22x(k). Damit können wir für α > 0 die verwendeten Funktio-

nen FTα uniform definieren. Die Wahl der Startfunktionen FT0 differiert bei den

untersuchten Theorien9.

• ΦPA(x) := x und für die anderen Theorien T sei

• ΦT (0) := 1 und ΦT (x) := 2x(0) für x > 0.

• FTα(x) := max ({ΦT (x)}∪{FTγ ◦FTγ (x) : γ < α & NTγ ≤ ΦT (NTα+x)})
Die bewiesenen Hauptsätze zeigen, dass jede Π0

2–Skolem Funktion einer

Theorie T ∈ {PA, KPω, KPM, KP+(Π3–Ref)} von einer Funktion aus der

Hierarchie (FTγ )γ<||T || majorisiert wird. Unter Hinzunahme von Wohlordungs-

beweisen aus der Literatur bekommen wir als Korollar die

Klassifizierung beweisbar rekursiver Funktionen.

Die rekursiven Funktionen, deren Totalität in T bewiesen werden kann, sind

genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Substitu-

tion, primitiver Rekursion und (FTγ )γ<||T ||–beschränktem µ–Operator auf die

Funktionen (x 7→ 0), (x 7→ x+ 1) und (~x 7→ xi) erzeugt werden10.

8Dies ist nur bei Anwendung in Normalform garantiert. Sie liegt in allen drei Fällen vor.
9Es wird FPA

0 (x) = 2x + 1, FKPω
0 (x) = ΦKPω(x) und FT0 (x) = x + 1 für T = KPM und

KP+(Π3-Ref) verwendet. Auf das Wachstumsverhalten der Hierarchien als Ganzes hat diese

Wahl keinen Einfluss.
10Die Definition dieser verallgemeinerten Art von beschränktem µ–Operator wird in Defi-

nition 2.16 gegeben.
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Die vorgestellte Technik ist universell. Sie lässt sich auch auf andere Theo-

rien ausweiten, für die man eine Ordinalzahlanalyse mit Operator-Technik

durchführen kann. Einen Ausblick gibt Abschnitt 9.
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meine Laune am Arbeitsplatz immer steigen.



Kapitel 2

Die beweisbar rekursiven

Funktionen von PA

2.1 Introduktion

Ein wichtiges Maß für die Stärke einer Theorie ist die Klasse der rekursiven

Funktionen, mit denen man in der Theorie arbeiten kann. Zugriff auf partiell-

rekursive Funktionen hat man über Kleenes T–Prädikat. Allerdings kann man

in vielen Theorien nur mit einem kleinen Teil der rekursiven Funktionen arbei-

ten, da die Theorien zu schwach sind, um die Totalität dieser Funktionen zu

beweisen.

In diesem Kapitel wird die Klasse der beweisbar rekursiven Funktionen der

Peano Arithmetik (PA) charakterisiert. Seit der ersten Lösung dieser Aufgabe

durch Georg Kreisel 1952 hat es viele verschiedene Charakterisierungen und

Beweise gegeben. Der hier vorgestellte Ansatz (aus [Blankertz et al. 1996]) ist

von großer Durchsichtigkeit und auch technisch leicht nachzuvollziehen. Die

Beweise werden ausführlich dargestellt und mit viel Motivation ausgestattet.

Ein gründliches Verständnis des Beweishergangs bei der Analyse von PA ist

nützlich für die Beschäftigung mit den starken Mengensystemen KPM und

KP+(Π3-Reflektion), deren Analyse das Hauptanliegen dieser Arbeit ist.

9
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2.2 Formales Praeludium

Bei der Analyse von PA betrachten wir ausschließlich Ordinalzahlen unterhalb

von ε0. Als Mitteilungszeichen dienen α, β, γ, während mit k, l,m, . . . endliche

Ordinalzahlen bezeichnet werden. Wir schreiben die natürliche Summe von α

und β als α ⊕ β. Für jede Ordinalzahl α < ε0 ist die Norm von α, in Zeichen

Nα, die Anzahl der Auftreten des Zeichens ω in der Cantor-Normalform von

α. Es ist also N0 = 0 und N(ωα1 + · · · + ωαn) = n + Nα1 + · · · + Nαn, falls

α1 ≥ · · · ≥ αn ist.

Die nicht-logischen Zeichen der Sprache LPA sind die Symbole für alle primitiv-

rekursiven Funktionen (dies beinhaltet Konstanten) sowie das Relationszeichen

=. Terme werden aus den Funktionszeichen und Variablen (einer abzählba-

ren Liste x0, x1, . . .) wie üblich gebildet. Gleichungen und negierte Gleichun-

gen zwischen Termen sind Primformeln. Aus ihnen werden Formeln mit den

logischen Operationen ∧,∨,∀,∃ gebildet. Negation wird als ein durch die de

Morganschen Regeln definiertes Zeichen behandelt.

Wir bezeichnen mit n die Konstante n und mit S die Nachfolgerfunktion. Wir

schreiben x, y für beliebige Variablen, r, s, t für Terme, A,B,C für Formeln

und Γ,∆ für Formelmengen. A → B ist eine Abkürzung für ¬A ∨ B und

Γ, A1, . . . , An für Γ ∪ {A1, . . . , An} und Γ,∆ für Γ ∪∆.

Als logischen Rahmen benutzen wir einen Tait-Kalkül. Die Axiome von PA

sind die Gleichheitsaxiome Γ, t = t und Γ, s 6= t,¬As,At für jede atomare

Formel A, Nachfolgeraxiome Γ, Sr 6= St, r = t und Γ, St 6= 0, definierende Glei-

chungen für alle primitiv-rekursiven Funktionszeichen (siehe [Pohlers 1989])

und das Induktionsschema Γ, A0 ∧ ∀x (Ax → A(Sx)) → ∀xAx für beliebige

Formeln Ax. Die Herleitungsrelation von PA wird wie folgt definiert.

(Ax) ` Γ falls Γ ein Axiom von PA ist (s.o.)

(∧) ` Γ, Ai für alle i<2 ⇒ ` Γ, A0 ∧ A1

(∨) ` Γ, Ai für ein i<2 ⇒ ` Γ, A0 ∨ A1

(∀) ` Γ, Ay ⇒ ` Γ, ∀xAx falls y nicht in Γ,∀xAx auftritt

(∃) ` Γ, At ⇒ ` Γ,∃xAx
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(cut) ` Γ, C und ` Γ,¬C ⇒ ` Γ.

Da wir PA in ein System einbetten wollen, in dem Schnitte eliminiert werden

können, ordnen wir jeder Formel einen Rang zu.
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Definition 2.1 (Rang einer PA–Formel)

• rk(A) := 0 falls A eine Primformel ist

• rk(A ∨B) := rk(A ∧B) := max {rk(A), rk(B)}+ 1

• rk(∀xAx) := rk(∃xAx) := rk(Ax) + 1

2.3 Exposition

Sei T Kleenes T–Prädikat, d.h. T (e, x, y) bedeutet, dass y eine Berechnung

der Turingmaschine mit Kode e für die Eingabe x kodiert. Wir wollen nun

aus einem PA–Beweis der Totalität einer rekursiven Funktion auf uniforme

Weise eine majorisierende Funktion aus einer schnellwachsenden Hierarchie

bestimmen. Für beweistheoretische Untersuchungen sind Kalküle von Vorteil,

die Schnittelimination erlauben. Daher führen wir die folgenden Überlegungen

in dem System PAω durch, bei dem das Induktionsschema (das Schnittelimina-

tion in PA verhindert) mit Hilfe der ω–Regel (An für alle n∈IN ` ∀xAx) her-

geleitet werden kann. Als Axiome braucht man dann nur wahre Primformeln.

Somit greift die übliche Schnitteliminationstechnik. Eine besondere Form eines

solchen Systems liegt dieser Untersuchung zugrunde und wird in Definition 2.3

formal eingeführt. In diesem System wird aber gegenüber PAω zusätzliche In-

formation in jeder Herleitung gespeichert. Die folgenden Erläuterungen sollen

motivieren, warum und wie dies geschieht.

Die Totalität der rekursiven Funktion f mit Index e wird von der Formel

∀x ∃y T (e, x, y) ausgedrückt. (Formal korrekt müsste es in unserem Kalkül

∀x ∃y χT (e, x, y)=0 lauten, da wir nur Funktionszeichen, aber außer der Gleich-

heit keine Relationszeichen zugelassen haben.) Wenn dieser Satz in PA herleit-

bar ist, gibt es eine schnittfreie PAω–Herleitung, die nur die folgende Gestalt

haben kann:

` T (e, n, fn) für alle n ∈ IN (wahre Primformel, also Axiom in PAω)

` ∃y T (e, n, y) für alle n ∈ IN

` ∀x∃y T (e, x, y)
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Die Information, die wir suchen, steckt nur in der ersten Zeile und geht beim

Übergang zur zweiten durch den Existenzschluss verloren. Es ist der funk-

tionale Zusammenhang zwischen dem Numeral n, das später beim Allschluss

eliminiert wird, und dem Numeral fn, das als Zeuge für den Existenzschluss

dient. Um eine Aussage über das Wachstum einer PA–beweisbar totalen Funk-

tion machen zu können, wollen wir diesen Zusammenhang durch eine zusätz-

liche Bedingung in der Herleitungsrelation kontrollieren. In der beweistheore-

tischen Analyse imprädikativer Theorien mittels lokaler Prädikativität braucht

man zusätzliche Information in der Herleitungsrelation, um die Beweisbäume

zu kollabieren und dadurch partielle Schnittelimination zu ermöglichen. Ein

elegantes Verfahren hierzu stellen die Operator kontrollierten Herleitungen

aus [Buchholz 1991b] dar. Davon inspiriert führen wir für unser Vorhaben

ebenfalls Operator kontrollierte Herleitungen ein. Man kann die Kontrollei-

genschaft dieser Herleitungsrelation (Lemma 2.7) als Kollabierung ansehen:

Die Beschränkung des Quantors (∃x<ωAx) wird in den endlichen Bereich

kollabiert (∃x<F(0)Ax). Zunächst treffen wir folgende Definition.

Definition 2.2 (Operatoren) Eine monotone Funktion F: IN → IN mit

2x ≤ F(x) nennen wir Operator. Im Folgenden bezeichnen wir mit F,F′ immer

Operatoren. Zu gegebenem n ∈ IN ist der Operator F[n] definiert durch

F[n] : IN→ IN; x 7→ F(max {x, n}).

Wir schreiben F[k1, . . . , kn] für F[k1] · · · [kn] und benutzen die Abkürzungen

F ≤ F′ :⇔ ∀x∈IN F(x) ≤ F′(x) und

F < F′ :⇔ ∀x∈IN F(x) < F′(x).

Bei Operator kontrollierten Herleitungen ist jeder Herleitung ein Operator

F zugeordnet und innerhalb einer solchen Herleitung wird jede Formelmen-

ge mit einer speziellen Operatorversion F[n] versehen. Das Ziel besteht darin

zu sichern, dass bei einer Herleitung von F ` ∀x∃y A(x, y) der Zeuge für den

Existenzschluss auf ∃y A(n, y) unterhalb von F(n) zu finden ist. Zur Zeit des
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Existenzschlusses weiss man freilich noch nicht, welches Numeral der Formel

A(n, y) im weiteren Verlauf der Herleitung durch einen Allschluss gebunden

wird und somit als Argument für die kontrollierende Funktion F dienen soll.

Die Herleitungsrelation sollte daher so beschaffen sein, dass die Information,

welches Argument bei einem Allschluss gebunden wird, schon bei früheren Her-

leitungsschritten zur Verfügung steht. Um diese Idee umzusetzen, verfährt man

wie folgt: Bei einem Allschluss (An für alle n∈IN ` ∀xAx) geht man vom Ope-

rator F[n] zu F über, ansonsten wird der Operator von Prämisse zu Konklusion

übernommen. Die Herleitungsschritte oberhalb ` An haben also den Operator

F[n] zur Disposition. Dadurch ist bei einem früheren Existenzschluss die Infor-

mation bereitgestellt, um den gewünschten Funktionalzusammenhang herzu-

stellen. Um dies zu nutzen fordert man bei einem Existenzschluss (An ` ∃xAx)

mit Operator F, dass die Bedingung n < F(0) erfüllt ist. An dem obigen Herlei-

tungsbeispiel kann man sehen, warum dies im Zusammenspiel das gewünschte

Resultat liefert.

F[n] ` T (e, n, fn)

F[n] ` ∃y T (e, n, y) falls f(n) < F[n](0) = F(n)

F ` ∀x∃y T (e, x, y)

Haben wir also eine F–kontrollierte Herleitung der Totalität einer rekursiven

Funktion f , so wissen wir, dass diese von der kontrollierenden Funktion F

majorisiert wird (f < F ). Damit haben wir also ein Werkzeug zum Bestim-

men von einhüllenden Funktionen.

Wir wollen diejenigen rekursiven Funktionen majorisieren, deren Totalität von

PA bewiesen werden kann. Wie man an obiger Herleitung sieht, ist das Sy-

stem PAω so stark, dass es die Totalität jeder rekursiven Funktion herleiten

kann. Wir sind aber nur an solchen PAω–Herleitungen interessiert, die aus

der Einbettung von PA–Herleitungen stammen. Eine Funktionen-Hierarchie

F majorisiert die PA–beweisbar totalen Funktionen, falls für jede von PA in

PAω eingebettete Herleitung eine kontrollierende Funktion aus F gefunden

werden und jede F–kontrollierte Herleitung mit F ∈ F in eine schnittfreie
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F′–kontrollierte Herleitung mit F′ ∈ F transformiert werden kann. Der Be-

weisgang sieht wie folgt aus:

PA ` ∀x ∃y T (e, x, y)

⇒ F ` ∀x ∃y T (e, x, y) für ein F ∈ F
⇒ F′ `0 ∀x∃y T (e, x, y) für ein F′ ∈ F

Mittels ∀–Inversion erhalten wir

⇒ F′[n] `0 ∃y T (e, n, y) für alle n ∈ IN

Der letzte Schluss muss ein (∃)–Schluss sein, also ist der Zeuge < F′(n).

Es gilt1 somit ∀n∈IN {e}(n) < F′(n).

Natürlich muss noch irgendwo eine Schwierigkeit liegen, denn bisher ist nicht

klar, welche Eigenschaft die Hierarchie F erfüllen muss, um die beweisbar to-

talen Funktionen von PA einhüllen zu können. Zur Kontrolle der eingebetteten

Herleitungen genügen relativ schwach wachsende (nämlich primitiv-rekursive)

Funktionen. Die einzige Hürde, die es noch zu nehmen gilt, ist die Schnittelimi-

nation. Um das Reduktionslemma oft genug iterieren zu können, nehmen wir

noch eine zusätzliche Bedingung in das System der Operator kontrollierten

Herleitungen auf und definieren eine Hierarchie über den Buchholz-Cichon-

Weiermann-Zugang zu subrekursiven Hierarchien. Mit dieser Hierarchie kann

die PA–Analyse durchgeführt werden.

2.4 Durchführung

Wir beginnen mit der für den Beweisgang zentralen Definition. Grundlage für

das System der Operator kontrollierten Herleitungen bildet PAω. Es werden

daher nur geschlossene Formeln betrachtet. Die kontrollierende Funktion dient

dazu, die Größe von Existenzbeispielen abzuschätzen und zwar in Abhängig-

keit von Numeralen, die später zu Allschlüssen verwendet werden. Um die

Schnittelimination durchführen zu können, wird auch Information über die

1Diese Argumentation ist etwas gemogelt, aber auch formal korrekt nicht viel schwieriger,

wie man im Beweis von Lemma 2.7 sieht.
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Herleitungslänge (Nα < F(0)) im Operator gespeichert.



2.4. DURCHFÜHRUNG 17

Es sei nochmal darauf hingewiesen, dass wir mit F und F′ in jedem Fall Ope-

ratoren im Sinne von Definition 2.2 bezeichnen.

Definition 2.3 (Operator kontrollierte Herleitungen)

F
∣∣α
r Γ gilt, falls Nα < F(0) und einer der folgenden Fälle zutrifft:

(Ax) Γ ∩∆(IN) 6= ∅

(∨) A0 ∨ A1 ∈ Γ & ∃i<2 ∃α0<α F
∣∣α0

r Γ, Ai

(∧) A0 ∧ A1 ∈ Γ & ∀i<2 ∃αi<α F
∣∣αi
r Γ, Ai

(∃) ∃xAx ∈ Γ & ∃n<F(0) ∃α0<α F
∣∣α0

r Γ, An

(∀) ∀xAx ∈ Γ & ∀n∈IN ∃αn<α F[n]
∣∣αn
r Γ, An

(cut) rk(C) < r & ∃α0<α F
∣∣α0

r Γ, (¬)C

Dabei haben wir folgende Abkürzungen benutzt:

• ∆(IN) = {A : A ist wahre Primformel}

• F
∣∣α
r Γ, (¬)C :⇔ F

∣∣α
r Γ, C & F

∣∣α
r Γ,¬C

Ohne Rückgriff auf spezielle Funktionen, können die folgenden vier Lemmata

bewiesen werden.

Lemma 2.4 (Monotonie)

Für r ≤ s & α ≤ β & Nβ < F′(0) & F ≤ F′ gilt

F
∣∣α
r Γ ⇒ F′

∣∣β
s Γ,Γ′.

Beweis durch Induktion nach α bereitet keine Schwierigkeit.

Lemma 2.5 (Inversion)

(i) F
∣∣α
r Γ,∀xAx ⇒ ∀n∈IN F[n]

∣∣α
r Γ, An

(ii) F
∣∣α
r Γ, A0 ∧ A1 ⇒ ∀i<2 F

∣∣α
r Γ, Ai

(iii) F
∣∣α
r Γ, A & ¬A ∈ ∆(IN) ⇒ F

∣∣α
r Γ
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Beweis. Alle drei Teile werden leicht mittels Induktion nach α bewiesen. Da

im ersten Teil eine Eigenschaft der Operatoren eingeht, soll er gezeigt werden.

(i) Ist ∀xAx nicht die Hauptformel des letzten Schlusses, so folgt die Behaup-

tung aus der Induktionsvoraussetzung durch Anwendung eben dieses Schlusses.

Andernfalls befinden wir uns in der Situation

F[m]
∣∣αm
r Γ, Am,∀xAx mit αm < α für alle m ∈ IN.

Die Induktionsvoraussetzung liefert für ein beliebiges n ∈ IN

F[m][n]
∣∣αm
r Γ, Am,An mit αm < α für alle m ∈ IN.

Betrachten wir hiervon nur die Herleitung für m := n und beachten, dass jeder

Operator F die Eigenschaft F[n][n] = F[n] besitzt, so haben wir

F[n]
∣∣αn
r Γ, An

erhellt. Eine Anwendung der Monotonie 2.4 führt von hier zum Ziel. Die Be-

dingung an die Norm der Herleitungslänge leitet sich einfach aus der entspre-

chenden Information der gegebenen Herleitung ab: Nα < F(0) ≤ F[n](0)

Lemma 2.6 (Reduktion) Sei C eine Formel C0 ∨ C1 oder ∃xAx von Rang

≤ r. Für Operatoren F′ ≤ F gilt

F′
∣∣α
r Γ,¬C & F

∣∣β
r ∆, C ⇒ F′◦F

∣∣α + β
r Γ,∆.

Beweis durch Induktion nach β. Interessant ist nur der Fall, dass C ≡ ∃xAx
Hauptformel des letzten Schlusses ist. Für ein n < F(0) haben wir dann

F
∣∣β0

r ∆, C, An mit β0 < β.

Durch die Induktionsvoraussetzung kommen wir zu

(1) F′◦F
∣∣α + β0

r Γ,∆, An.
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Auf die erste der gegebenen Herleitungen wenden wir die Inversion 2.5 (i) an

(Teil (ii) braucht man für den Fall C ≡ C0 ∨ C1) und erhalten die Herleitung

F′[n]
∣∣α
r Γ,¬An.

Aus der Bedingung n < F(0) resultiert die Abschätzung F′[n] ≤ F′◦F, so dass

wir mittels Monotonie (N(α + β0) < F′◦F(0) folgt aus (1))

(2) F′◦F
∣∣α + β0

r Γ,∆,¬An

erlangen. Natürlich gilt rk(An) < rk(∃xAx) ≤ r. Also steht dem Schnei-

den der Herleitungen (1) und (2) nichts im Wege. Es muss aber noch

geprüft werden, ob der Operator F′◦F die ersehnte Herleitungsschranke

α + β zulässt. Zu diesem Zweck haben wir jedem Operator das Wachstum

2x ≤ F′(x) abverlangt und in die Voraussetzung dieses Lemmas die Bedingung

F′ ≤ F aufgenommen. Denn aus den Herleitungen der Voraussetzung folgt

Nα < F′(0) und Nβ < F(0). Mit den benannten Eigenschaften impliziert das

Nα + Nβ < F′(0) + F(0) ≤ 2F(0) ≤ F′◦F(0). Damit ist das zu Erweisende

erwiesen.

Es folgt die schönste Stelle der Analyse. Die Kontrolleigenschaft der Operator

kontrollierten Herleitungen beweist sich fast von selbst.

Lemma 2.7 (Kollabierung)

F
∣∣α
0
∃xAx & rk(A) = 0 ⇒ ∃n<F(0) IN |= An

Beweis durch Induktion nach α. Da die gegebene Herleitung schnittfrei ist,

muss der letzte Schluss ein Existenzschluss sein. Also gilt für ein n < F(0)

F
∣∣α0

0
∃xAx,An mit α0 < α.

Ist IN |= An der Fall, so sind wir fertig, andernfalls gelangen wir mit Lemma

2.5 (iii) und anschließender Anwendung der Induktionsvoraussetzung zum Ziel.
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Bei der Einbettung einer in PA hergeleiteten Satzmenge erhält man, wie bei

der Einbettung in PAω, im allgemeinen eine unendliche Herleitungslänge α

und einen beliebig großen endlichen Schnittgrad. (Eine unendliche Herlei-

tungslänge wird benötigt, um das Induktionsschema herzuleiten.) Um den

Schnittgrad einer solchen Herleitung auch nur um einen Punkt zu senken,

muss im schlimmsten Fall das Reduktionslemma α–fach iteriert werden und

damit der Kontrolloperator α–mal auf sich selbst angewendet werden. Da dies

für beliebige Funktionen keinen Sinn macht, müssen wir an dieser Stelle dazu

übergehen, eine spezielle Hierarchie zu betrachten, die eine α–fache Iterati-

on (für α < ε0) zulässt. Der folgende Zugang zu subrekursiven Hierarchien

stammt von Wilfried Buchholz, Adam Cichon und Andreas Weiermann, siehe

[Buchholz et al. 1994].

Definition 2.8

• α�1
x γ :⇔ α < γ & Nα ≤ Nγ + x

• Fγ(x) := max ({2x+ 1} ∪ {Fα◦Fα(x) : α�1
x γ})

Das Maximum ist definiert, da die Norm N die Eigenschaft

card {α < ε0 : Nα < k} < ω

besitzt.

Im Folgenden wird der Nachweis erbracht werden, dass die Hierarchie (Fα)α<ε0
die beweisbar rekursiven Funktionen von PA majorisiert. Dass diese Hierarchie

äquvalent zu den ε0–rekursiven Funktionen (bzw. den ordinal recursive func-

tions von Georg Kreisel, siehe [Kreisel 1952]) ist, folgt aus [Wainer 1970] und

[Buchholz et al. 1994].

Die Eigenschaften, die von der Hierarchie für die weitere Analyse benötigt

werden, fasst folgendes Lemma zusammen.

Lemma 2.9 (Eigenschaften von Fγ)

(i) x < Fγ(x) < Fγ(x+ 1)

(ii) Fγ < Fγ◦Fγ ≤ Fγ+1, insbesondere gilt n < Fn(0).
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(iii) α�1
n γ ⇒ Fα[n] < Fγ[n]

(iv) Jede Funktion Fα ist ein Operator.

(v) Zu jeder primitiv-rekursiven Funktion f gibt es ein p < ω mit

∀~k∈IN f(~k) < Fω·p(max ~k).

(vi) Nα < Fα(0)

(vii) k < Fγ(n) ⇒ Fγ[n, k] ≤ Fγ+1[n]

(viii) α0 < α & Nα0 < Fγ(n) ⇒ Fγ⊕α0+2[n] ≤ Fγ⊕α+1[n]

Beweis. (i) und (iv) sind klar nach Definition. (v) lässt sich induktiv nach

der Gestalt der Funktion f zeigen (entlang der induktiven Definition primitiv-

rekursiver Funktionen).

(ii) Fγ < Fγ◦Fγ folgt aus (i): x < Fγ(x). Für alle x gilt γ �1
x γ + 1, so dass

Fγ◦Fγ(x) ≤ Fγ+1(x) nach Definition erfüllt ist. Damit folgt 0 < F0(0) <

F1(0) < · · · , also n < Fn(0).

(iii) folgt mit Fα < Fα◦Fα aus der Definition.

(vi) Es ist Nα�1
0 α, also folgt mit (ii) und (iii) Nα < FNα(0) ≤ Fα(0).

(vii) k < Fγ(n) ergibt mit den Abschätzungen x < Fγ(x) und Fγ◦Fγ ≤ Fγ+1

Fγ[n, k](x) = Fγ(max {n, k, x}) < Fγ(Fγ(max {n, x}))

≤ Fγ+1(max {n, x}).
(viii) Ist α = α0 + m für ein m ≥ 1, so folgt die Behauptung, da in diesem

Fall γ ⊕ α0 + 2 �1
0 γ ⊕ α + 1 gilt und mit (iii) auf Fγ⊕α0+2[n] ≤ Fγ⊕α+1[n] für

beliebiges n geschlossen werden kann. Nehmen wir also

(1) γ ⊕ α0 + 2 < γ ⊕ α

an. Aus der Voraussetzung Nα0 < Fγ(n) folgt wegen Fγ ≤ Fγ⊕α und Nα > 0

(2) N(γ ⊕ α0 + 2) ≤ Nγ + Fγ(n) + 1 ≤ N(γ ⊕ α) + Fγ⊕α(n).

Aus (1) und (2) ergibt sich mittels (iii) Fγ⊕α0+2[Fγ⊕α(n)] < Fγ⊕α[Fγ⊕α(n)].

Mit den Monotonieeigenschaften aus (i) und (ii) zieht dies

Fγ⊕α0+2[n] ≤ Fγ⊕α0+2[Fγ⊕α(n)] < Fγ⊕α◦Fγ⊕α[n] ≤ Fγ⊕α+1[n]

nach sich.
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Korollar 2.10

Fγ[n]
∣∣α
r Γ, (¬)C & rk(C) ≤ r ⇒ Fγ+1[n]

∣∣α · 2
r Γ

Beweis. Ist C eine Primformel, so folgt die Aussage aus Lemma 2.5 (iii) im

Verein mit der Monotonie Fγ ≤ Fγ+1 und N(α · 2) = 2Nα < 2Fγ(n) ≤
Fγ◦Fγ(n) ≤ Fγ+1(n) (Lemma 2.9 (iv) und (ii)). Andernfalls ist die Aussage ein

Korollar zum Reduktionslemma 2.6, wobei ebenfalls die Monotonie Fγ◦Fγ ≤
Fγ+1 zu Hilfe kommt.

Lemma 2.11 (Schnittelimination)

Fγ[n]
∣∣α
r + 1

Γ ⇒ Fγ⊕α+1[n]
∣∣ωα
r Γ

Beweis durch Induktion nach α. Interessant ist nur der Fall, dass als letzter

Schluss in der gegebenen Herleitung ein Schnitt vorliegt. Es gilt also

Fγ[n]
∣∣α0

r + 1
Γ, (¬)C mit α0 < α

für ein C von Rang ≤ r. Die Induktionsvoraussetzung führt zu

Fγ⊕α0+1[n]
∣∣ωα0

r Γ, (¬)C.

Um die Schnittregel zu umgehen, setzen wir an dieser Stelle das Korollar zum

Reduktionslemma 2.10 ein.

Fγ⊕α0+2[n]
∣∣ωα0 · 2
r Γ

Wegen ωα0 · 2 < ωα und Nωα = Nα + 1 < Fγ⊕α+1(n) (nach Lemma 2.9

(vi)) stehen die Chancen gut, mittels Monotonie den Beweis zum Abschluss

zu bringen. Um allerdings mit dem Operator auf die behauptete Gestalt zu

kommen, geht die stärkste Eigenschaft der Funktionenhierarchie ein. Auch

ist dies die einzige Stelle, an der die Bedingung Nα < F(0) der Operator

kontrollierten Herleitungen benötigt wird. Da die Rechenarbeit schon geleistet

ist, genügt es auf Lemma 2.9 (viii) zu verweisen.
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Als letztes fehlendes Glied ist noch die Einbettung von PA in das System der

Operator kontrollierten Herleitungen zu leisten. Dabei läuft fast alles wie bei

der bekannten Einbettung in PAω (z.B. in [Pohlers 1989]). Der Einschränkung

beim Existenzschluss braucht lediglich bei der Einbettung des Induktions-

schemas und des Existenzschlusses Aufmerksamkeit gewidmet zu werden.

Definition 2.12

• A ∼ A′ :⇔ es gibt eine Formel B und paarweise verschiedene Varia-

blen x0, . . . , xn, sowie geschlossene Terme s0, t0, . . . , sn, tn, so dass sIN
i =

tINi für i ≤ n gilt und A ≡ Bx0,...,xn(t0, ..., tn), A′ ≡ Bx0,...,xn(s0, ..., sn).

Lemma 2.13 (Tautologie und Einbettung der math. Axiome)

(i) A ∼ A′ ⇒ Fk
∣∣k
0
A,¬A′ mit k := 2 · rk(A)

(ii) Für jede Formel A mit FV (A) ⊆ {x} gibt es ein k ∈ IN mit

Fk
∣∣ω + 3
0

A(0) ∧ ∀x(Ax → A(Sx)) → ∀xAx.

(iii) Für jedes andere math. Axiom A von PA gibt es ein k < ω mit Fk
∣∣k
0
A.

Beweis. (i) durch Induktion nach rk(A). Ist A eine Primformel, so auch A′ und

wegen A ∼ A′ ist A,¬A′ ∩∆(IN) 6= ∅, d.h. es gilt F0|00 A,¬A′. Ist A ≡ ∀xBx,

so gilt für k := 2 · rk(Bx) nach Induktionsvoraussetzung

Fk
∣∣k
0
Bn,¬B′n für alle n ∈ IN.

Wir können den Operator auf Fk+2[n] erhöhen, was uns erlaubt (n < Fk+2(n),

Lemma 2.9 (i)) mit einem Existenzschluss auf

Fk+2[n]
∣∣k + 1
0

Bn,∃x¬B′x

zu schließen. Ein Allschluss liefert die Behauptung unter Berücksichtigung von

Nk + 2 < Fk+2(0) aus Lemma 2.9 (ii).

(iii) Da in unserer Formulierung alle mathematischen Axiome von PA außer



24KAPITEL 2. DIE BEWEISBAR REKURSIVEN FUNKTIONEN VON PA

der Induktion nur atomare Hauptformeln enthalten, kann deren Einbettung

durch Anwendung von (Ax) erfolgen.

(ii) Sei k := 2 · rk(Ax). Wir zeigen durch Induktion nach n:

(∗) Fk[n]
∣∣k + 2n
0

¬A0,¬∀x (Ax → A(Sx)), An

n = 0: Teil (i) liefert Fk|k0 ¬A0, A0.

n ; n + 1: Mittels Teil (i) haben wir Fk|k0 ¬A(Sn), A(n+ 1). Wir verbin-

den dies mit der Herleitung, die wir aus der Induktionsvoraussetzung erhalten

mittels (∧) zu

Fk[n]
∣∣k + 2n+ 1
0

¬A0,¬∀x (Ax → A(Sx)), A(n) ∧ ¬A(Sn), A(n+ 1).

Hieraus folgt (∗) durch eine Anwendung von (∃). Die Bedingung an den Zeugen

ist durch n < Fk(n) erfüllt. Die Behauptung des Lemmas folgt aus (∗) mit (∀)
gefolgt von drei Anwendungen von (∨).

Lemma 2.14 (Einbettung von PA) Für jedes Γ(~x) das PA ` Γ(~x) und

FV (Γ(~x)) ⊆ {x1, . . . , xm} erfüllt, gibt es γ < ω2, α < ω · 2 und r < ω, so dass

∀~n∈INm Fγ[~n]
∣∣α
r Γ(~n)

gilt.

Beweis durch Induktion nach einer PA–Herleitung von Γ in einem Tait-Kalkül.

1. ∀xA(x, ~x) ∈ Γ(~x) und Γ wurde abgeleitet aus Γ(~x), A(y, ~x) und es gilt

y /∈ {x1, . . . , xm}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es γ < ω2, α < ω · 2 und

r < ω mit

∀n∈IN ∀~n∈INm Fγ[n,~n]
∣∣α
r Γ(~n), A(n,~n).

Die Behauptung folgt mit (∀), da Fγ[n,~n] = Fγ[~n][n] ist.

2. ∃xA(x, ~x) ∈ Γ(~x) und Γ wurde abgeleitet aus Γ(~x), A(t(~x), ~x). Wir können

x /∈ {x1, . . . .xm} und FV (t) ⊆ {x1, . . . .xm} annehmen. Nach Induktions-

voraussetzung gibt es γ < ω2, α0 < ω · 2 und r0 < ω mit

(3) ∀~n∈INm Fγ[~n]
∣∣α0

r0
Γ(~n), A(t(~n), ~n).
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Lemma 2.13 (i) liefert ein k < ω mit

(4) ∀~n∈INm Fk
∣∣k
0
A(tIN(~n), ~n),¬A(t(~n), ~n).

Da λ~x.tIN(~x) eine primitiv-rekursive Funktion ist, gibt es nach Lemma 2.9 (v)

ein p < ω, für welches ∀~x∈INm tIN(~x) < Fω·p(max ~x) erfüllt ist. Indem wir

p > k wählen, bekommen wir Fk ≤ Fγ⊕ω·p[~n] mit Hilfe von Lemma 2.9 (iii).

Für α := max {α0, k} und r > max {r0, rk(A)} erhalten wir

∀~n∈INm Fγ⊕ω·p[~n]
∣∣α
r Γ(~n), A(tIN(~n), ~n), (¬)A(t(~n), ~n)

aus (3) und (4) mit Monotonie. Ein Schnitt liefert

∀~n∈INm Fγ⊕ω·p[~n]
∣∣α + 1
r Γ(~n), A(tIN(~n), ~n)

und mit (∃) folgt wegen tIN(~n) < Fγ⊕ω·p(~n) die Behauptung.

3. Γ wurde aus Γ, C und Γ,¬C mit einem Schnitt hergeleitet. Nach Induk-

tionsvoraussetzung gibt es γ < ω2, α < ω · 2 und r < ω, so dass

∀~n∈INm Fγ[~n]
∣∣α
r Γ(~n), (¬)C(~n,~0)

gilt. Wir wählen r > rk(C), um mit (cut) zur Behauptung zu gelangen.

4. Die restlichen Fälle werden von Lemma 2.13 abgedeckt oder sind leicht

(Regeln für ∨ und ∧).

Satz 2.15 (Hauptsatz) Sei A eine Primformel mit FV (A) ⊆ {x, y} für die

PA ` ∀x∃y A(x, y) gilt. Dann gibt es ein γ < ε0 mit

∀x∈IN ∃y<Fγ(x) IN |= A(x, y).

Beweis durch Einbettung 2.14, iterierte Schnittelimination 2.11, Inversion 2.5

(i) und Kollabierung 2.7.

Definition 2.16 Wir sagen f ist definiert durch Anwendung eines (Fγ)γ<τ–

beschränkten µ–Operators auf g, falls f(x) ' µy<Fγ(x).g(x, y) für ein γ < τ

ist.
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Korollar 2.17 (Die beweisbar rekursiven Funktionen von PA)

Die rekursiven Funktionen, deren Totalität in PA bewiesen werden kann, sind

genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Substitution,

primitiver Rekursion und (Fγ)γ<ε0–beschränktem µ–Operator auf die Funktio-

nen (x 7→ 0), (x 7→ x+ 1) und (~x 7→ xi) erzeugt werden.

Beweis. Die Tatsache, dass die Totalität all dieser Funktionen in PA bewiesen

werden kann, folgt daraus, dass man für jedes γ < ε0 eine (primitiv-rekursive)

Ordnung hat, deren Fundierung PA beweist (siehe [Pohlers 1989]) und mit

deren Hilfe man daher die Funktionen Fγ definieren kann.

Sei e ein Index einer rekursiven Funktion, deren Totalität von PA bewiesen

werden kann, d.h. es gilt PA` ∀x∃y χT (e, x, y) = 0. Mit dem Hauptsatz 2.15

folgt ∀x∈IN ∃y<Fγ(x) IN |= T (e, x, y) für ein γ < ε0. Da der Funktionswert

in der Berechnung y kodiert ist, gilt {e}(x) < y und damit {e}(x) < Fγ(x). Es

ist also

{e}(x) = µy<Fγ(x).χT (e, x, y) für alle x ∈ IN.

χT ist als primitiv-rekursive Funktion in der behaupteten Klasse, also auch

{e}.

2.5 Koda

Mit dem nächsten Kapitel beginnt die Analyse der Theorien KPM und

KP+(Π3–Ref). Wer den mächtigen Schritt von PA zu KPM scheut, kann sich

zunächst der Untersuchung von KPω im Anhang A zuwenden. Wie in der

Einleitung beschrieben, stellt die Art des Operatoreinsatzes zur Kontrolle be-

weisbar rekursiver Funktionen bei der Analyse von KPω einen Zwischenschritt

auf dem Weg von PA zu KPM dar.



Kapitel 3

Ordinalzahlen und Hierarchien

In diesem Kapitel stellen wir die Ordinalzahlbezeichnungssysteme T(M) und

T(K) für die Analysen der Mengentheorien KPM und KP+(Π3–Ref) bereit.

Da sie in [Buchholz 1991b] bzw. [Rathjen 1994b] ausführlich entwickelt wer-

den, können die meisten Ergebnisse zitiert werden.

Um die Formalitäten möglichst gering zu halten, benutzen wir in dieser Arbeit

als Ordinalzahlbezeichnungssystem kein Termsystem, sondern eine Menge von

Ordinalzahlen, wobei jedes Element dieser Menge eine eindeutige Normalform

in einer endlichen Menge von Konstanten und Funktionen besitzt. Dadurch

kann man bei jeder solchen Ordinalzahl in eindeutiger Weise von einer Term-

darstellung sprechen. Auf diese Darstellung greifen wir zurück, um jeder Ordi-

nalzahl eine Norm zuzuordnen. Eine Aussage der Art
”
ψκα ist in Normalform“

besagt, dass die Anwendung der Funktion ψκ auf das Argument α die Normal-

formbedingung erfüllt.

Seien ON, LIM, AP, EPS, SC die Klassen der Ordinalzahlen, der Limeszah-

len, der additiven Hauptzahlen, der Epsilonzahlen und der stark kritischen

Ordinalzahlen. λξ.εξ sei die Aufzählungsfunktion der Epsilonzahlen. Für die

natürliche Summe der Ordinalzahlen α und β schreiben wir α⊕ β. ϕ bezeich-

net die Veblen Funktion (d.h. λξ.ϕαξ ist die Aufzählungsfunktion der Klasse

{λ ∈ AP : ∀ρ<α ϕρλ = λ}) und λξ.ℵξ die Aufzählungsfunktion der unend-

lichen Kardinalzahlen. Ω steht abkürzend für ℵ1, bzw. für Ω1 mit Definition

27
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3.2.

Additive Hauptzahlen, die nicht stark kritisch sind, haben eine eindeutige Dar-

stellung ϕαβ mit α, β < ϕαβ. Daher lassen sich die stark kritischen Anteile

einer Ordinalzahl γ wie folgt definieren.

• SC(0) := ∅
• SC(γ) := {γ} falls γ ∈ SC

• SC(γ0 + · · ·+γn) := SC(γ0)∪ · · ·∪SC(γn) falls n > 0 & γ0 ≥ · · · ≥ γn

& ∀i≤n (γi ∈ AP)

• SC(ϕαβ) := SC(α) ∪ SC(β) falls α, β < ϕαβ

Außerdem setzen wir zur Abkürzung

• SC{γ1, . . . , γn} := SC(γ1) ∪ · · · ∪ SC(γn)

• SCκ(γ) := SC(γ) ∩ κ

Lemma 3.1

ϕαβ < ϕγδ ⇔
• α < γ & β < ϕγδ oder

• α = γ & β < δ oder

• γ < α & ϕαβ < δ

Definition 3.2

• REG := {α : α regulär & α > ω}
• αΓ := min {γ ∈ SC : α < γ}
• Ω0 := 0, Ωσ := ℵσ für σ > 0

Abkürzung. ωα steht für ϕ0α. Des Weiteren sei w0(α) := α und ωn+1(α) :=

ωωn(α). Analog ist 2n(x) als Iteration der Funktion (x 7→ 2x) definiert.

Definition 3.3 Sei T ⊆ ON. Eine Norm für T ist eine Funktion N : T 7→ ω

mit folgenden Eigenschaften.

• N(0) := 0

• N(α⊕ β) = N(α) +N(β)

• N(ϕρα) = N(ρ) +N(α) + 1 falls ρ, α < ϕρα

• card{α ∈ T : N(α) < k} < ω für jedes k < ω
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3.1 Das Bezeichnungssystem T(M)

Zur Entwicklung des Ordinalzahlbezeichnungssystems für die Analyse der

Theorie KPM setzen wir die Existenz einer Mahlo Kardinalzahl voraus. Sei

M eine solche. Mit erheblich größerem Aufwand kann man dies Bezeich-

nungssystem auch allein mit Hilfe einer rekursiven Mahlo Kardinalzahl

errichten. Dies geschieht in [Rathjen 1994a] und kann mit der Technik aus

[Schlüter 1997] erreicht werden.

Konvention. κ und π bezeichnen immer Elemente von REG≤M , d.h. reguläre,

überabzählbare Kardinalzahlen, die kleiner oder gleich M sind.

Definition 3.4

Durch simultane Rekursion nach α werden Ordinalzahlen ψκα und Mengen

C(α, β)⊆ ON definiert.

• C(α, β) ist der Abschluss von β ∪ {0,M} unter den Funktionen

+, ϕ, (ξ 7→ Ωξ)ξ<M und (π, ξ ∈ C(ξ, ψπξ) 7→ ψπξ)ξ<α.

• Dκ(α) :=

{β ∈ REG : α ∈ C(α,M)⇒ α ∈ C(α, β)} falls κ = M

{β : κ ∈ C(α, κ)⇒ κ ∈ C(α, β)} falls κ < M

• ψκα := min{β ∈ Dκ(α) : C(α, β) ∩ κ ⊆ β}
Zur Abkürzung sei

• Cκ(α) := C(α, ψκα)

Definition 3.5 (Ordinalzahlbezeichnungssystem T(M))

Wir definieren induktiv eine Menge T(M) ⊆ ON.

• 0,M ∈ T(M)

• α, β, ρ, ξ ∈ T(M) & ρ, ξ < M ⇒ α + β, ωα, ϕρξ, Ωξ ∈ T(M)

• κ, α ∈ T(M) ∩ Cκ(α) ⇒ ψκα ∈ T(M)
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Satz 3.6

(i) T(M) ⊆ C(εM+1, 0) ∩ εM+1

(ii) T(M) ∩ Ω ⊆ ψΩεM+1

Beweis. (i) Da die Kollabierungsfunktionen nur Werte ≤ M annehmen und

die Funktionen (ξ 7→ Ωξ) und (ρξ 7→ ϕρξ) für ρ > 0 in T(M) nur auf

Werte < M angewendet werden dürfen, gilt T(M) ⊆ εM+1. Daraus folgt

durch einen Vergleich der Definition von T(M) mit derjenigen der C–Menge

T(M) ⊆ C(εM+1, 0).

(ii) Mit (i) folgt T(M) ∩ Ω ⊆ C(εM+1, 0) ∩ Ω ⊆ CΩ(εM+1) ∩ Ω ⊆ ψΩ(εM+1).

Definition 3.7 (Normalform von Ordinalzahltermen)

• α =NF α1 + · · ·+ αn :⇔ α = α0 + · · ·+ αn & α > α0 ≥ · · · ≥ αn

& ∀i≤n (αi ∈ AP)

• γ =NF ϕαβ :⇔ γ = ϕαβ & α, β < γ

• µ =NF Ωσ :⇔ µ = Ωσ & σ < µ

• γ =NF ψκα :⇔ γ = ψκα & κ, α ∈ Cκ(α)

Der folgende Satz zeigt, dass diese Definitionen ein Ordinalzahlbezeichnungs-

system zur Verfügung stellen. Damit nehmen wir ein Ergebnis vorweg, dass

sich erst mit Hilfe der folgenden Lemmata beweisen lässt.

Satz 3.8 Jede Ordinalzahl in T(M) hat eine eindeutige Normalform-

Termdarstellung in den Symbolen 0, M, +, ϕ, Ω, ψ.

Beweis. Diese Aussage folgt aus den Teilen (i), (ii) der Lemmata 3.10 und

3.11 und (ii), (iii) von Lemma 3.12.

Bei der Analyse von KPM bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buchstaben

nur Elemente von T(M).
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Lemma 3.9

(i) α ≤ α′ & β ≤ β′ ⇒ C(α, β) ⊆ C(α′, β′)

(ii) γ ∈ C(α, β) ⇔ SC(γ) ∈ C(α, β)

(iii) Ωσ ∈ C(α, β) ⇔ σ ∈ C(α, β) für σ < M

Beweis. (i) ist offensichtlich und (ii) und (iii) sind in [Buchholz 1991a], Lemma

1.4 a) und b) ausgeführt.

Lemma 3.10

(i) CM(α) ∩M = ψMα ∈ {κ ∈ REG : Ωκ = κ}
(ii) ψMα < M & α ∈ CM(α)

(iii) ψMα < ψMβ ⇔
• α < β & α ∈ CM(β) oder

• β < α & β /∈ CM(α)

(iv) β > 0 ⇒ ψM(γ + 1) ≤ ψM(γ ⊕ β) & CM(γ + 1) ⊆ CM(γ ⊕ β)

Beweise von (i)–(iii) sind in [Buchholz 1991b], Lemma 1.3 a), c), e) und

Lemma 1.5 a).

(iv) Es ist γ ⊕ β ∈ CM(γ ⊕ β) nach (ii). Dann ist aber auch γ und weiterhin

γ+1 ∈ CM(γ⊕β) mit Lemma 3.9 (ii). Mit (iii) folgt nun ψM(γ+1) ≤ ψM(γ⊕β)

und somit auch CM(γ + 1) ⊆ CM(γ ⊕ β).

Teil (ii) des obigen Lemmas sagt insbesondere aus, dass der Term ψMα für

jedes α aus T(M) in Normalform ist. Dies ist die angenehme Eigenschaft der

ψM–Funktionen. Unerfreulich hingegen ist, dass sie im Gegensatz zu den ψκ–

Funktionen für κ < M nicht schwach monoton ist. Aus dem folgenden Beweis

geht hervor, dass die ψκ–Funktionen (κ < M) bei Anwendung in Normalform

streng monoton sind.

Lemma 3.11 Sei π < M

(i) Cπ(α) ∩ π = ψπα ∈ SC\REG

(ii) ψπα < π
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(iii) α < β ⇒ ψπα ≤ ψπβ & Cπ(α) ⊆ Cπ(β)

(iv) α < β & α, π ∈ Cπ(β) ⇒ ψπα < ψπβ

Beweise sind in [Buchholz 1991b], Lemma 1.3 a)–c) und Lemma 1.6.

Lemma 3.12

(i) REG<M ∩ T(M) = {Ωσ+1 : σ ∈ T(M) ∩M} ∪ {ψMξ : ξ ∈ T(M)}
(ii) κ = Ωκ ⇒ Ωψκα = ψκα

(iii) κ = Ωσ+1 ⇒ Ωσ < ψκα < Ωσ+1

(iv) γ ∈ C(α, β) & Ωσ ≤ γ ≤ Ωσ+1 ⇒ σ ∈ C(α, β)

Beweis. Für (ii)–(iv) schlage man in [Buchholz 1991b] Lemma 1.4 nach.

(i) Ist κ ∈ REG, so gilt κ = Ωσ+1 oder κ = Ωκ. Wegen Lemma 3.11 (i) kann

im zweiten Fall die Normalform von κ nur die Gestalt ψMξ oder M haben.

Definition 3.13 (Norm für Ordinalzahlen aus T(M)) Für α ∈ T(M)

sei NMα die Anzahl der Zeichen M,ϕ,Ω, ψ die in der Termdarstellung der

Normalform von α vorkommen (vgl. Definition 3.7 und Satz 3.8).

Lemma 3.14 Sei N die Norm NM .

∀α<M ∃σ<M (Ωσ ≤ α < Ωσ+1 & Nσ ≤ Nα)

Beweis durch Induktion nach Nα. Es wird nach der Normalform von α un-

terschieden und eine Darstellung Ωσ+1 für α+ angegeben. Dabei ist α+ die

kleinste Kardinalzahl oberhalb von α.

• 0+ = Ω

• (α1 + . . .+ αn)+ = α+
1 =Iv Ωσ+1 mit Nσ ≤ Nα1 < N(α1 + . . .+ αn)

• (ϕγ0γ1)+ = γ+
j =Iv Ωσ+1 mit γj := max {γ0, γ1} und Nσ ≤ Nγj <

N(ϕγ0γ1)

• (Ωγ)
+ = Ωγ+1 und Nγ < N(Ωγ)

• (ψMγ)+ = ΩψMγ+1 und NψMγ = NψMγ (vgl. Lemma 3.12 (ii))
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• (ψκγ)+ =

Ωσ+1 falls κ = Ωσ+1

Ωψκγ+1 falls κ = ψMσ
und Nσ, Nψκγ ≤ N(ψκγ)

Dabei gilt (ψκγ)+ = Ωψκγ+1 im zweiten Fall, da für κ = ψMσ nach

Lemma 3.10 (i) und 3.12 (ii) ψκγ = Ωψκγ ist. Die Fallunterscheidung ist

nach Teil (i) von Lemma 3.12 vollständig und besitzt nach Lemma 3.10

(i) exklusive Fälle.



34 KAPITEL 3. ORDINALZAHLEN UND HIERARCHIEN

3.2 Das Bezeichnungssystem T(K)

Für die Definition von T(K) setzen wir die Existenz einer schwach kom-

pakten Kardinalzahl K voraus. Eine Definition dieser Eigenschaft ist z.B in

[Rathjen 1994b], Definition 4.1 zu finden. Wie man das Bezeichnungssystem

entwickeln kann, auch ohne die Existenz einer großen Kardinalzahl zu fordern,

kann man aus [Schlüter 1997] lernen.

Konvention. κ, π, τ bezeichnen Elemente von REG<K, d.h. reguläre,

überabzählbare Kardinalzahlen, die kleiner als K sind. Diese Konvention steht

zunächst in Konflikt mit derjenigen aus dem vorigen Abschnitt. Welche Kon-

vention in Kraft ist, hängt in Zukunft davon ab, in welchem Bezeichnungs-

system gearbeitet wird. Bei der Analyse von KPM ist dies RS(M), bei der von

KP+(Π3–Ref) ist es RS(K).

Definition 3.15 Durch simultane Rekursion nach α werden Ordinalzahlen

Ξ(α) und Ψξ
π(α) (für ξ ≤ α) sowie Mengen C(α, β), Mα⊆ ON definiert.

• C(α, β) ist der Abschluss von β ∪ {0,K} unter den Funktionen

+, ϕ, (ξ 7→ Ωξ)ξ<K, (γ 7→ Ξ(γ))γ<α und (ξπγ 7→ Ψξ
π(γ))ξ≤γ<α.

• M0 := LIM ∩ K und für α > 0 sei Mα wie folgt definiert:

• Mα := {π < K : C(α, π) ∩ K = π & α ∈ C(α, π)

& ∀ξ∈C(α, π) ∩ α (Mξ stationär in π)}
• Ξ(α) := min(Mα ∩ {K})
• Ψξ

π(α) := min({ρ ∈ Mξ ∩ π : C(α, ρ) ∩ π = ρ & π, α ∈ C(α, ρ)} ∪ {π})
für ξ ≤ α

Zur Abkürzung setzen wir

• CK(α) := C(α,Ξ(α))

• Cξ
π(α) := C(α,Ψξ

π(α))

Die bei der Definition von Ψξ
π(α) scheinbar fehlende Bedingung ξ ∈ C(α, ρ) ist

in ρ ∈ Mξ enthalten, denn durch ξ ≤ α folgt ξ ∈ C(ξ, ρ) ⊆ C(α, ρ).
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Definition 3.16 (Ordinalzahlbezeichnungssystem T(K)) Wir definie-

ren induktiv eine Menge T(K) ⊆ ON und eine Funktion m : T(K)∩REG<K →
T(K) durch

• 0,K ∈ T(K)

• α, β, ρ, ξ ∈ T(K) & ρ, ξ < K ⇒ α + β, ωα, ϕρξ, Ωξ, Ξ(α) ∈ T(K)

Ist Ωα ∈ REG<K so sei m(Ωα) := 1, und für α > 0 sei m(Ξ(α)) = α.

• α, ξ, π ∈ T(K) ∩ C(α, π) & ξ ≤ α & stat(ξ, π) ⇒ Ψξ
π(α) ∈ T(K)

Für ξ > 0 sei m(Ψξ
π(α)) := ξ.

Dabei haben wir folgende Abkürzung benutzt:

• stat(ξ, π) :≡ ξ ∈ C(m(π), π) ∩m(π) (siehe Satz 3.19 (ii))

Dieses Prädikat ist nach [Rathjen 1994b] Lemma 5.4 primitiv-rekursiv.

Mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen wir Ordinalzahlen aus dem

Bezeichnungssystem T(K).

Lemma 3.17

(i) T(K) ⊆ C(εK+1, 0) ∩ εK+1

(ii) T(K) ∩ Ω ⊆ Ψ0
Ω(εK+1)

Beweis. (i) Da die Kollabierungsfunktionen nur Werte ≤ K annehmen und die

Funktionen (ξ 7→ Ωξ) und (ρξ 7→ ϕρξ) für ρ > 0 in T(K) nur auf Werte < K an-

gewendet werden dürfen, gilt T(K) ⊆ εK+1. Daraus folgt durch einen Vergleich

der Definition von T(K) mit derjenigen der C–Menge T(K) ⊆ C(εK+1, 0).

(ii) Mit (i) folgt T(K) ∩ Ω ⊆ C(εK+1, 0) ∩ Ω ⊆ C0
Ω(εK+1) ∩ Ω ⊆ Ψ0

Ω(εK+1).

Definition 3.18 (Normalform von Ordinalzahltermen)

• Für die Funktionen +, ϕ und (ξ 7→ Ωξ) gelten dieselben Normalformbe-

dingungen wie im System T(M), siehe Definition 3.7.

• κ =NF Ξ(α) :⇔ κ = Ξ(α) & α > 0

• ρ =NF Ψξ
π(α) :⇔ ρ = Ψξ

π(α) & α, ξ, π ∈ C(α, π) & ξ ≤ α

& stat(ξ, π)
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Satz 3.19

(i) Jede Ordinalzahl in T(K) hat eine eindeutige Normalform-

Termdarstellung in den Symbolen 0,K,+, ϕ,Ω,Ξ,Ψ.

(ii) Für π, ξ ∈ T(K) gilt: stat(ξ, π) ⇔ Mξ stat. in π

Beweis. Siehe [Rathjen 1994b], Lemma 5.2.

Lemma 3.20

(i) α ≤ α′ & β ≤ β′ ⇒ C(α, β) ⊆ C(α′, β′)

(ii) π ∈ Mα & ξ ∈ C(α, π) ∩ α ⇒ π ∈ Mξ

(iii) stat(ξ, π) ⇒ π ∈ Mξ

(iv) γ ∈ C(α, β) ⇔ SC(γ) ∈ C(α, β)

(v) Ωσ ∈ C(α, β) ⇔ σ ∈ C(α, β) für σ ≤ K

Beweis steht in [Rathjen 1994b], Lemma 4.11 und 4.18.

Lemma 3.21

(i) CK(α) ∩ K = Ξ(α)

(ii) Ξ(α) < K & α ∈ CK(α)

(iii) Ξ(α) < Ξ(β) ⇔
• α < β & α ∈ CK(β) oder

• β < α & β /∈ CK(α)

(iv) β > 0 ⇒ Ξ(γ + 1) ≤ Ξ(γ ⊕ β) & CK(γ + 1) ⊆ CK(γ ⊕ β)

(v) β0 < β1 < K ⇒ Ξ(α⊕ β0) < Ξ(α⊕ β1)

(vi) α < K ⇒ α < Ξ(α)

Beweis. (i) ist klar. Für (ii), (iii) siehe [Rathjen 1994b], Lemma 4.12 und Ko-

rollar 4.13.

(iv) Nach (ii) gilt γ⊕β ∈ CK(γ⊕β), worauf Lemma 3.20 (iv) γ+1 ∈ CK(γ⊕β)

liefert. Mit Teil (iii) folgt die Behauptung.

(v) Aus β1 < K folgt mit (i), (ii) und Lemma 3.20 (iv) β1 ∈ CK(α⊕ β1)∩K =

Ξ(α⊕β1). Dann ist aber auch β0 ∈ Ξ(α⊕β1) ⊆ CK(α⊕β1) und weitergehend
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α⊕ β0 ∈ CK(α⊕ β1), also folgt Ξ(α⊕ β0) < Ξ(α⊕ β1) nach (iii).

(vi) Aus der Voraussetzung folgt in Verbindung mit (ii) und (i) α ∈ CK(α) ∩
K = Ξ(α).

Lemma 3.22 Sei Ψξ
π(α) in Normalform.

(i) Cξ
π(α) ∩ π = Ψξ

π(α)

(ii) Ψξ
π(α) ∈ Mξ ∩ π & α, π ∈ Cξ

π(α)

(iii) Ist Ψσ
κ(β) in Normalform und < π, so gilt Ψξ

πα < Ψσ
κβ ⇔

• α < β & α, ξ, π ∈ Cσ
κ(β) & Ψξ

π(α) < κ oder

• β ≤ α & {β, σ, κ} 6⊆ Cξ
π(α) oder

• α = β & κ = π & ξ < σ & ξ ∈ C(σ,Ψσ
κ(β)) oder

• α = β & κ = π & σ < ξ & σ /∈ C(ξ,Ψξ
π(α))

(iv) β ≤ π ⇒ Ψξ
π(α⊕ β) in Normalform

(v) Ψ0
π(γ + 1),Ψ0

π(γ ⊕ α) in Normalform und α > 0

⇒ Ψ0
π(γ + 1) ≤ Ψ0

π(γ ⊕ α) & C0
π(γ + 1) ⊆ C0

π(γ ⊕ α)

Beweis. (i) und (iv) sind klar. Für (ii), (iii) siehe [Rathjen 1994b] Proposition

4.16 und 4.20.

(v) Nach (ii) gilt γ ⊕ α, π ∈ C0
π(γ ⊕ α). Mit Lemma 3.20 (iv) bekommen wir

γ + 1 ∈ C0
π(γ ⊕ α) und via Teil (iii) erschließt sich die Behauptung.

Von der Ψ–Vergleichsäquivalenz in (iii) brauchen wir nur ganz einfache Fälle.

Hauptsächlich benutzen wir für Ψξ
π(α) und Ψξ

π(β) in Normalform

α < β & α ∈ Cξ
π(β) ⇒ Ψξ

π(α) < Ψξ
π(β).

Dabei sieht man die scheinbar fehlende Voraussetzung ξ ∈ Cξ
π(β) wie folgt

ein. Da Ψξ
π(β) in Normalform ist, gilt Ψξ

π(β) ∈ Mξ. Aus der Definition von Mξ

bekommen wir die Information ξ ∈ C(ξ,Ψξ
π(β)) = Cξ

π(β).

Die andere Vergleichsart, die wir benötigen, ist noch einfacher: Ψ0
π(α) ≤ Ψξ

π(α).
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Lemma 3.23

(i) M1 = {π < K : π schwach unerreichbar}
(ii) π /∈ M1 ⇒ π = Ωσ+1 für ein σ < K
(iii) π ∈ Mα & α > 0 ⇒ Ωπ = π

(iv) π ∈ M1 ⇒ ΩΨ0
π(α) = Ψ0

π(α)

(v) π = Ωσ+1 & α ∈ C(α, π) ⇒ Ωσ < Ψ0
π(α) < Ωσ+1

(vi) γ ∈ C(α, β) & Ωσ ≤ γ ≤ Ωσ+1 ⇒ σ ∈ C(α, β)

Beweis. Für (iii)–(v) siehe [Rathjen 1994b] Lemma 4.19.

(i) Da 1 ∈ C(1, π) und LIM stationär in π für alle regulären π gilt, ist

{π < K : C(1, π) ∩ K = π} = {π < K : π schwach unerreichbar}

zu zeigen.

’⊆’ ist klar, da C(1, π) ∩ K abgeschlossen unter λξ.Ωξ ist.

’⊇’: Sei π schwach unerreichbar. Wir zeigen induktiv nach der Definition der

C–Mengen C(1, π) ∩ K ⊆ π.

Für die Funktionen +, ϕ und Ξ ist dies klar, da Ξ nur auf 0 angewendet wer-

den darf und Ξ(0) = ω ist. λξ.Ωξ darf nur auf Werte < K angewendet werden.

Sei also σ ∈ C(1, π) ∩ K. Nach Induktionsvoraussetzung gilt σ < π und da

π schwach unerreichbar ist, folgt Ωσ < π. Mit der Ψ–Funktion dürfen wir in

C(1, π) nur den Wert Ψ0
κ(0) für ein κ ∈ C(1, π) ∩REG<K bilden. Nach Induk-

tionsvoraussetzung gilt κ < π, also ist auch Ψ0
κ(0) ≤ κ < π.

(ii) ergibt sich aus (i), wenn man beachtet, dass π nach Konvention eine re-

guläre Kardinalzahl < K bezeichnet und dass die schwach unerreichbaren Kar-

dinalzahlen nach Definition reguläre Limeskardinalzahlen sind.

(vi) wird wie Lemma 4.5 h) in [Buchholz 1991a] bewiesen: Angenommen es gilt

σ /∈ C(α, β). Dann sind auch Ωσ,Ωσ+1 /∈ C(α, β). Wir zeigen nun C(α, β) ⊆ Y

für Y := C(α, β)\[Ωσ,Ωσ+1], woraus offensichtlich die Behauptung folgt. Es

ist {0,K} ∪ β ⊆ Y . Des Weiteren ist Y abgeschlossen gegen +, ϕ,Ω�K. Die

Ξ–Funktion und Ψξ
π für ξ > 0 oder π ∈ M1 nehmen nur reguläre Werte an

(siehe (iii) und (iv)), also ist Y auch unter diesen Funktionen abgeschlossen
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(Ωσ /∈ C(α, β) wurde schon gezeigt). Seien γ, π ∈ Y, γ < α mit π /∈ M1

gegeben, so dass Ψ0
π(γ) in Normalform ist. Nach (ii) gilt π = Ωσ̃+1 für ein σ̃.

Wegen π ∈ Y ⊆ C(α, β) und Ωσ+1 /∈ C(α, β) ist σ̃ 6= σ, also folgt mit Teil (v)

Ψξ
π(γ) ∈ Y .

Definition 3.24 (Norm für Ordinalzahlen aus T(K)) Für α ∈ T(K) sei

NKα die Anzahl der Zeichen K, ϕ,Ω,Ξ,Ψ die in der Termdarstellung der Nor-

malform von α vorkommen (vgl. Definition 3.18 und Satz 3.19 (i)).

Lemma 3.25 Sei N die Norm NK.

∀α<K∃σ<K (Ωσ ≤ α < Ωσ+1 & Nσ ≤ Nα)

Beweis durch Induktion nach Nα. Es wird nach der Normalform von α unter-

schieden und eine Darstellung Ωσ+1 für α+ angegeben.

• 0+ = Ω

• (α1 + . . .+ αn)+ = α+
1 =Iv Ωσ+1 mit Nσ ≤ Nα1 < N(α1 + . . .+ αn)

• (ϕγ0γ1)+ = γ+
j =Iv Ωσ+1 mit γj := max {γ0, γ1} und Nσ ≤ Nγj ≤

N(ϕγ0γ1)

• (Ωγ)
+ = Ωγ+1 und Nγ < N(Ωγ)

• (Ξ(γ))+ = ΩΞ(γ)+1, da Ξ(γ) = ΩΞ(γ) nach Lemma 3.23 (iii)

• (Ψξ
π(γ))+ = ΩΨξπ(γ)+1 für ξ > 0 nach Lemma 3.23 (iii).

• (Ψ0
π(γ))+ =

Ωσ+1 falls π = Ωσ+1 nach Lemma 3.23 (v)

ΩΨ0
π(γ)+1 falls π ∈ M1 nach Lemma 3.23 (iv)

Diese Fallunterscheidung ist nach Lemma 3.23 (ii) vollständig und besitzt

nach (ii) exkulsive Fälle.
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3.3 Subrekursive Hierarchien

In diesem Abschnitt werden die schnellwachsenden Hierarchien (FMγ )γ∈T(M)

und (FKγ )γ∈T(K) eingeführt, von denen die KPM bzw. KP+(Π3–Ref)–beweisbar

rekursiven Funktionen majorisiert werden.

Definition 3.26 N bezeichne eine Norm. k ist eine feste natürliche Zahl, und

zwar die Länge einer Formel fsepω, die im Anhang in C.2 definiert wird. Für

die folgenden Rechnungen reicht es zu wissen, dass k ≥ 36 ist.

• Φ(0) := 1 und Φ(x) := 2x(k) für x > 0

• α�N,1
x β :⇔ α < β & Nα ≤ Φ(Nβ + x) und �N

x := TC(�N,1
x )

• α�N,1 β :⇔ α�
N,1
0 β und �N := TC(�N,1)

• FNγ (x) := max
(
{x+ 1} ∪ {FNα ◦FNα (x) : α�N,1

x γ}
)

Dabei ist TC(R) der transitive Abschluss einer zweistelligen Relation R. Wir

schreiben FM und FK anstelle von FNM und FNK. Bei Aussagen, die für alle

Normen gelten, oder bei denen klar ist, um welche Norm es geht, wird der obere

Index NM bzw. NK bei � und F gerne weggelassen.

Für die Definition von FN ist die Eigenschaft

card{α ∈ dom(N) : Nα < k} < ω

der Norm N wesentlich. Bei der Definition von α�N,1
x β haben wir die Voraus-

setzung α, β ∈ dom(N) als Selbstverständlichkeit verschwiegen.

Lemma 3.27

(Φ.1) 6x+2 · (2x)x ≤ Φ(x+ 1) (Φ.2) 10 · [45x]5 ≤ Φ(x)

(Φ.3) xy ≤ Φ(x+ y) (Φ.4) Φ(x) · Φ(y) ≤ Φ(x+ y)

(Φ.5) 18Φ(x) < Φ(x+ 1) (Φ.6) 8Φ(x)2 ≤ Φ(x+ 1)

(Φ.7) 7Φ(x) · x3 · y3 < Φ(x+ y + 1)

Beweis. Für x = 0 (bzw. y = 0) rechnet man alle Punkte leicht nach. Seien

also x, y > 0. (Φ.1) – (Φ.3) werden für Φ0(x) := (2x)xk ≤ Φ(x) gezeigt.
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(Φ.1): 6x+2 · (2x)x ≤ ((2x)3)
x+2 · (2x)x ≤ (2x)4x+6 ≤ Φ0(x), da k ≥ 10

(Φ.2): 10 · [45x]5 ≤ 24 · ((2x)6)
5 ≤ (2x)34 ≤ Φ0(x), da k ≥ 34

(Φ.3): xy ≤ (x+ y)(x+y) ≤ Φ0(x+ y)

(Φ.4): Φ(x) ·Φ(y) ≤ 2x(k) ·2y(k) ≤ (2max {x,y}(k))2 ≤ 2max {x,y}+1(k) ≤ Φ(x+y)

(Φ.5): 18Φ(x) < k · Φ(x) < Φ(x+ 1)

(Φ.6): 8Φ(x)2 ≤ 23 · 2x(k)2 ≤ 23 · (22x−1(k))2 ≤ 22x−1(k)·2+3 ≤ 22x(k) = Φ(x+ 1)

(Φ.7): 7Φ(x) · x3 · y3 ≤(Φ.2) Φ(x) · Φ(x) · Φ(y) ≤(Φ.4+6) Φ(x+ y + 1)

Lemma 3.28

(i) x < Fγ(x) < Fγ(x+ 1)

(ii) Fγ(x) < Fγ+1(x), insbesondere gilt n < Fn(x).

(iii) α�x γ ⇒ Fα(x) < Fγ(x) & Fα◦Fα(x) ≤ Fγ(x)

Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition.

(ii) Aus (i) folgt Fγ(x) < Fγ◦Fγ(x) und wegen γ �1
x γ + 1 gilt Fγ◦Fγ(x) ≤

Fγ+1(x).

(iii) α�x γ besagt, dass es α0, . . . , αn für ein n > 0 gibt, mit α = α0 �
1
x α1 �

1
x

· · · �1
x αn = γ. Für i < n folgt also Fαi+1

(x) > Fαi(x) nach Definition von

F und insgesamt Fα(x) < Fγ(x). Aus α0 �1
x α1 folgt nach Definition von F

außerdem Fα◦Fα(x) = Fα0◦Fα0(x) ≤ Fα1(x) ≤ Fγ(x).

3.4 Produkte und �–Vergleiche

Als nächstes definieren wir die natürliche und die gewöhnliche Ordinalzahlmul-

tiplikation, letztere nur im Spezialfall der Multiplikation von links mit 3 und ω.

Um diese Funktionen in den Ordinalzahlbezeichnungssystemen zur Verfügung

zu haben, führen wir sie rekursiv auf Addition und ω–Potenzierung zurück.

Die Spezialfälle der gewöhnlichen Multiplikation werden für die Definition des

Formelranges benutzt.

Bei der folgenden Definition des natürlichen Produkts wurde darauf verzich-

tet, die Bedingungen der Fallunterscheidung exklusiv zu formulieren. Dadurch
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verringert sich die Anzahl der benötigten Bedingungen. Natürlich bleibt die

Definition wohldefiniert, d.h. treffen in einer Situation mehrere Bedingungen

gleichzeitig zu, so liefert jede zugehörige Definition ein und dasselbe Ergebnis.

Definition 3.29 (Natürliches Produkt)

Wir definieren α ⊗ β durch Rekursion nach α ⊕ β. Dabei schreiben wir

⊕{ξ1, . . . , ξn} für ξ1 ⊕ · · · ⊕ ξn.

• α⊗ 0 := 0⊗ β := 0

• (α1⊕ · · ·⊕αn)⊗ (β1⊕ · · ·⊕βm) := ⊕{αi⊗βj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},
falls n > 1 oder m > 1

• α⊗ β := ωα0⊕β0 , falls α = ωα0 und β = ωβ0

Dabei müssen ωα0 und ωβ0 nicht Normalformen sein.

Konvention. ⊗ wird vor ⊕ bzw. + angewendet.

Lemma 3.30

(i) ⊗ ist kommutativ, assoziativ und distributiv bezüglich ⊕.

(ii) α0 < α & β > 0 ⇒ α0 ⊗ β < α⊗ β
(iii) α0, α1 < α ⇔ ω2(α0)⊗ ω2(α1) < ω2(α)

Lemma 3.31 Sei N eine der Normen NM oder NK.

α, β > 0 ⇒ Nα +Nβ − 1 ≤ N(α⊗ β) ≤ 3NαNβ

Beweis. (i) Für α, β ∈ AP gilt offensichtlich

• Nα +Nβ − 1 ≤ N(α⊗ β) ≤ Nα +Nβ + 1.

Für β =NF β1 + · · ·+βm mit m > 1 und α ∈ AP gilt also (es ist 1 < m ≤ Nβ):

• N(α⊗ β) =
∑m

j=1N(α⊗ βj) ≤
∑m

j=1(Nα +Nβj + 1)

≤ mNα +Nβ +m ≤ NαNβ + 2Nβ und

• N(α⊗ β) =
∑m

j=1N(α⊗ βj) ≥ m(Nα− 1) +Nβ ≥ Nα +Nβ − 1.

Somit gilt für α =NF α1 + · · ·+ αn (es ist 1 < n ≤ Nα):
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• N(α⊗ β) =
∑n

i=1 N(αi ⊗ (β1 ⊕ · · · ⊕ βm)) ≤
∑n

i=1(NαiNβ + 2Nβ)

= NαNβ + 2nNβ ≤ 3NαNβ und

• N(α⊗ β) =
∑n

i=1 N(αi ⊗ (β1 ⊕ · · · ⊕ βm)) ≥
∑n

i=1(Nαi +Nβ − 1)

= Nα + n(Nβ − 1) ≥ Nα +Nβ − 1.

Im Allgemeinen gilt nicht Nα ·Nβ ≤ Nα⊗β, wie man am Beispiel α = β = ω

einsehen kann. Die Schärfe der Abschätzung Nα ⊗ β ≤ 3NαNβ rechnet man

für α = β = ε0 · 2 nach.

Definition 3.32 3 · α kann folgendermaßen rekursiv definiert werden:

• α = 1 : 3 · 1 := 3

• α =NF α0 + · · ·+ αn : 3 · α := 3 · α0 + · · ·+ 3 · αn
• α ∈ {0} ∪ AP\{1} : 3 · α := α

ω · α lässt sich wie folgt rekursiv definieren.

• α =NF α0 + · · ·+ αn : ω · α := ω · α0 + · · ·+ ω · αn
• α = ωn mit n < ω : ω · α := ωn+1

• sonst : ω · α := α

Im folgenden wird der Multiplikationspunkt manchmal weggelassen.

Es folgt eine Auflistung der einfachen Vergleiche mittels der �–Relation. Das

Lemma wird in den meisten Fällen stillschweigend angewendet. Wie die �–

Rechnungen der Ordinalzahlanalyse leicht nachzuvollziehen sind, wird nach

der Definition der Operatoren 5.1 erklärt.

Lemma 3.33 Sei N eine Norm.

(i) �x ist transitiv

(ii) α�1 α⊕ β, ωα, ϕρα und β > 0 ⇒ α�1 α⊗ β
(iii) ω · α�1 ωα

(iv) α�x β ⇒ α⊕ γ �x β ⊕ γ
(v) α0 �x η & α0 < α ⇒ 1. η ⊗ (α0 + 1) �x η ⊗ (α + 1)

2. η ⊗ ωα0 · 2 �x η ⊗ ωα · 2
3. η ⊗ ωϕρ(α0+1) · 2 �x η ⊗ ωϕρ(α+1) · 2
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(vi) η +m+ 2 �1 η ·m falls η ·m ≥ ω

Beweis. (i) und (ii) sind klar. Für (iii) zeigt man N(ω · α) ≤ 2Nα durch

Induktion nach α.

(iv) Gelte α�1
x β. Dann ist N(α⊕ γ) ≤ Φ(Nβ + x) +Nγ ≤ Φ(Nβ +Nγ + x).

Die Iteration dies Arguments liefert die behauptete Aussage.

(v) 1. η ⊗ (α0 + 1) �1 η ⊗ α⊕ α0 �x η ⊗ α⊕ η = η ⊗ (α + 1)

Für die erste Ungleichung muss noch eine Normabschätzung gemacht werden.

Mit (Φ.4) folgt 3x(y + 1) ≤ Φ(x) · Φ(y) ≤ Φ(x + y). Im Verein mit Lemma

3.31 sehen wir N(η ⊗ (α0 + 1)) ≤ 3Nη · N(α0 + 1) ≤ Φ(Nη + Nα0) ≤
Φ(Nη +Nα− 1 +Nα0) ≤ Φ(N(η ⊗ α⊕ α0)).

2. η ⊗ ωα0 · 2 �1 η ⊗ ωα ⊕ α0 �x η ⊗ ωα ⊕ η �1 η ⊗ ωα · 2
Die Normabschätzung für die erste Ungleichung erfolgt analog zu der Rech-

nung unter 1., wobei man in diesem Fall 6x(y+ 1) ≤ Φ(x+ y) benutzen muss.

3. η ⊗ ωϕρ(α0+1) · 2 �1 η ⊗ ωϕρ(α+1) ⊕ α0 �x η ⊗ ωϕρ(α+1) ⊕ η �1 η ⊗ ωϕρ(α+1) · 2
Bei der Normabschätzung beachte man, dass ϕρ(α + 1) in Normalform ist.

(vi) Nη +m+ 2 ≤ Φ(Nη) +m− 1 ≤ Φ(Nη) ·m ≤ Φ(Nη ·m)

Bemerkung zu Punkt (v) des obigen Lemmas. Aus der Voraussetzung folgt

nicht η ⊕ α0 �x η ⊕ α. Siehe hierzu die Erörterung auf Seite 66.



Kapitel 4

Kripke-Platek Mengenlehren

und Zwischensysteme

4.1 Die Sprachen LRS(M) und LRS (K)

Die Sprachen der halbformalen Systeme RS(M) und RS(K) unterscheiden

sich nur durch die Ordinalzahlen, die bei der Termbildung zugelassen sind,

und dadurch, dass RS(K) Relationszeichen zum Kennzeichnen verschiedener

Zulässigkeitsgrade besitzt. Daher können alle folgenden Definitionen uniform

für beide Systeme genutzt werden. Dazu sei ϑ ∈ {M,K}.

Sei L∈ die Sprache der Mengenlehre mit ∈ als einzigem nichtlogischen

Grundzeichen. LM
Ad enthält zusätzlich ein einstelliges Prädikatszeichen Ad.

Bei LKAd fügen wir zu L∈ für jedes ξ ∈ T(K) ein einstelliges Prädikatszeichen

Adξ hinzu. Aus LϑAd entsteht die Sprache LRS(ϑ) durch das Hinzufügen der

RS(ϑ)–Terme, die in 4.1 definiert werden. x, y, z bezeichnen im folgenden

Variablen, während u, v für Variablen oder für RS(ϑ)–Terme stehen.

Die Primformeln von LRS(M) sind u ∈ v, ¬(u ∈ v), Ad(u) und ¬Ad(u). Bei

LRS(K) haben wir u ∈ v, ¬(u ∈ v), Adξ(u) und ¬Adξ(u) für alle ξ ∈ T(ϑ) als

Primformeln. Die restlichen Formeln von LRS(ϑ) werden hieraus mit ∧,∨,∀,∃
gebildet. Die Negation wird durch die de Morganschen Regeln gebildet. Ebenso

45
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sind LϑAd–Formeln definiert, wobei allerdings als Terme nur freie Variablen

benutzt werden dürfen. Ein Quantor, der in der Form ∀x (¬(x ∈ v) ∨ B(x))

bzw. ∃x (x ∈ v ∧ B(x)) (mit v 6≡ x) auftritt, heißt beschränkt. Eine Formel

ohne unbeschränkten Quantor heißt ∆0–Formel. Eine Σk–Formel (Πk–Formel)

ist eine LϑAd–Formel mit k alternierenden, unbeschränkten Quantoren, begin-

nend mit einem Existenzquantor (Allquantor), gefolgt von einem ∆0–Kern.

Die ∆0–Formeln der Sprache LRS(ϑ) heißen RS(ϑ)–Formeln. Au entsteht aus

A durch Beschränkung aller unbeschränkten Quantoren auf u.

Die Länge lh(A) einer RS(ϑ)–Formel A ist definiert als Anzahl der Zeichen

∈,Ad,∧,∨, die in A auftreten (¬ wird also nicht gezählt, Quantoren treten

in RS(ϑ)–Formeln nur in beschränkter Form auf, erhöhen also die Anzahl

der ∈–Zeichen einer Formel). Dabei werden keine Zeichen berücksichtigt, die

innerhalb einer definierenden Formel eines Terms auftreten. Die Termanzahl

nt(A) einer RS(ϑ)–Formel A ist die Anzahl der freien Variablen und RS(ϑ)–

Terme, die in A auftreten (mehrfaches Auftreten wird mehrfach gezählt).

Abkürzungen.

A → B :≡ ¬A ∨ B A ↔ B :≡ (A → B) ∧ (B → A)

∀x∈v A(x) :≡ ∀x (x ∈ v → A(x)) ∃x∈v A(x) :≡ ∃x (x ∈ v ∧ A(x))

u ⊆ v :≡ ∀x∈u (x ∈ v) u = v :≡ u ⊆ v ∧ v ⊆ u

u 6= v :≡ ¬(u = v) u /∈ v :≡ ¬(u ∈ v)

[u 6= v] :≡ ¬u ⊆ v,¬v ⊆ u trans(u) :≡ ∀y∈u∀x∈y (x ∈ y)

lim(u) :≡ ∀x∈u∃y∈u (x ∈ y) infinite(u) :≡ lim(u) ∧ ∃x∈u (x ⊆ x)

Definition 4.1 (RS (ϑ)–Terme)

Die RS(ϑ)–Terme und ihre Schichten werden induktiv definiert.

• Für α ∈ T(ϑ), α ≤ ϑ ist Lα ein RS(ϑ)–Term mit Schicht |Lα| = α.

• Ist φ(x, ~y ) eine LϑAd–Formel mit lh(φLα) ≤ Φ(Nα), FV (φ) ⊆ {x, ~y}
und sind ~a RS(ϑ)–Terme mit Schicht < α < ϑ, SC(|~a|) ⊆ SC(α) und

∀j (N |aj| < Nα), so ist [x ∈ Lα : φLα(x,~a)] ein RS(ϑ)–Term s mit

Schicht |s| = α.
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Die Klasse aller RS(ϑ)–Terme wird mit T ϑ bezeichnet und die Klasse aller

RS(ϑ)–Terme mit Schicht < α mit T ϑα . ∅ steht für L0.

Warum die Definition von Termen so starken Einschränkungen unterzogen

werden muss, sieht man im Beweis von Lemma 5.2 (iv) und 6.1. In Teil

(v) von Lemma 5.2 und im Beweis von Lemma 8.2 sieht man auch, wieso

lh(φLα) ≤ Φ(Nα) gefordert wird.

Schreiben wir im Folgenden eine RS(ϑ)–Formel in der Gestalt φLα(~a), so bein-

haltet dies, dass φ(~a) eine LϑAd–Formel und ~a ∈ T ϑα ist.

Definition 4.2 Für RS(ϑ)–Terme t setzen wir stg(t) := {|t|} und für RS(ϑ)–

Formeln definieren wir induktiv

• stg(Adξ(b)) := stg(Ad(b)) := {|b|}
• stg(a ∈ b) := {|a|, |b|}
• stg(A ∨ B) := stg(A) ∪ stg(B)

• stg(∃x∈a B(x)) := {|a|} ∪ stg(B(∅))

• stg(A) := stg(¬A) für die restlichen Formeln A

Zudem sei stg(0) := stg(1) := ∅, sowie |0| := |1| := 0. Sei Γ eine Menge

von RS(ϑ)–Sätzen und Θ eine Menge von RS(ϑ)–Formeln und Elementen von

T ϑ ∪ {0, 1}.
• stg(Θ) :=

⋃
{stg(ι) : ι ∈ Θ}

• ~lh(Γ) := {lh(C) : C ∈ Γ}
• stglh(Γ) := stg(Γ) ∪ ~lh(Γ)

• Θ, ι :≡ Θ ∪ {ι} für ι ∈ T ϑ ∪ {0, 1}
Beispiel: stg(Adξ(Lκ) ∧ Lγ ∈ [x ∈ Lα : Lβ ∈ x]) = {α, γ, κ}. Weder β noch ξ

gehören zur stg–Menge.

Definition 4.3 Seien a und b RS(ϑ)–Terme mit |a| < |b|.

a
◦
∈ b :≡

a /∈ ∅ falls b ≡ Lβ

B(a) falls b ≡ [x ∈ Lβ : B(x)]
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a
◦
∈ b hat unter der Standardinterpretation denselben Wahrheitswert wie a ∈

b. Obige Definition wurde nur getätigt, um eine uniforme Schreibweise bei

Subformeln zu erzielen.

Definition 4.4 Um den Herleitungskalkül elegant zu formulieren, wird jedem

RS(ϑ)–Satz eine Konjunktion oder Disjunktion von einfacheren RS(ϑ)–Sätzen

mit Indexmenge J ⊆ T ϑ ∪ {0, 1} zugeordnet.

• A0 ∨ A1 :'
∨

(Aι)ι∈J mit J := {0, 1}
• a ∈ b :'

∨
(t

◦
∈ b ∧ t = a)t∈J mit J := T ϑ|b|

• ∃x∈bA(x) :'
∨

(t
◦
∈ b ∧ A(t))t∈J mit J := T ϑ|b|

• Ad(b) :'
∨

(t = b)t∈J mit J := {Lκ : κ ∈ REG≤M & κ ≤ |b|}
• Adξ(b) :'

∨
(t = b)t∈J mit J := {Lν : ν ∈ Mξ & ν ≤ |b|}

• ¬A :'
∧

(¬Aι)ι∈J, falls A '
∨

(Aι)ι∈J eine Formel obiger Gestalt ist.

Bei der Indexmenge J im Fall Ad(b) ist natürlich κ ∈ T(M) stillschweigend

vorausgesetzt, während bei Adξ(b) die ν aus T(K) stammen.

Definition 4.5 Sei C ∈ {∆0,Σk,Πk : k < ω}.
• Die Menge aller RS(ϑ)–Sätze A ≡ φLα(~a) mit φ(~x) ∈ C und ~a ∈ Tα wird

mit C(α) bezeichnet.

• Σ≤n(α) := Σn(α)∪{Σk(α),Πk(α) : k < n}. Analog ist Π≤n(α) definiert.

• Für A ≡ φLα(~a) definieren wir A(u,α) :≡ φu(~a) und schreiben Aβ für ALβ

und A(β,α) für A(Lβ ,α).

Bemerkung: (Endliche) Multimengen sind Äquivalenzklassen von endlichen

Sequenzen unter Permutation, also Folgen, bei denen es nicht auf die Reihen-

folge ankommt, bzw. Mengen, bei denen es auf die Vielfachheiten der Elemente

ankommt.

Definition 4.6 (Rang eines RS (ϑ)–Satzes) Der Rang eines RS(ϑ)–

Satzes wird induktiv definiert.

• rk(Ad(b)) := rk(Adξ(b)) := ω(3|b|+ 2)
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• rk(a ∈ b) := max {ω(3|a|+ 2), ω(3|b|+ 1)}
• rk(A ∨ B) := max {rk(A), rk(B)}+ 1

• rk(∃x∈a B(x)) :=

max {ω3|a|, rk(B(∅)) + 2} falls a ≡ Lα

max {ω(3|a|+ 1), rk(B(∅))} falls a 6≡ Lα

• rk(A) := rk(¬A) für die restlichen Sätze A

• ||Λ|| := ωrk(A1) ⊕ · · · ⊕ ωrk(An), falls Λ die Multimenge (A1, · · · , An) ist.

Definition 4.7 (Norm eines RS (ϑ)–Satzes) Die Norm eines RS(ϑ)–

Satzes wird induktiv definiert.

• no(Ad(b)) := no(Adξ(b)) := ω3|b|+2

• no(a ∈ b) := ω3|a|+2 ⊕ ω3|b|+1

• no(A ∨ B) := no(A)⊕ no(B) + 2

• no(∃x∈a B(x)) :=

ω3|a| ⊕ no(B(∅)) + 1 falls a ≡ Lα

ω3|a|+1 ⊕ no(B(∅)) falls a 6≡ Lα

• no(A) := no(¬A) für die restlichen Sätze A

• No(Λ) := ωno(A1) ⊕ · · · ⊕ ωno(An), falls Λ die Multimenge (A1, · · · , An)

ist.

Lemma 4.8 Sei A ein RS(ϑ)–Satz und γ ∈ EPS.

(i) Ist A '
∧

(Aι)ι∈J oder A '
∨

(Aι)ι∈J, so gilt rk(Aι) < rk(A) für ι ∈ J.

(ii) stg(A) < γ ⇔ no(A), rk(A) < γ

(iii) rk(A) = γ ⇔ A ≡ ∃x∈Lγ B(x) oder A ≡ ∀x∈Lγ B(x)

& stg(B(∅)) ⊆ γ

(iv) rk(A) �1 no(A) & lh(A) �1 no(A)

(v) rk(A) < ϑ + ω und No(Λ) < εϑ+1 gilt für jede Multimenge Λ von

RS(ϑ)–Sätzen.

(vi) no(A(s)) �s no(A(t)) gilt für alle s ∈ T ϑ|t|.
(vii) Zu jeder LϑAd–Formel φ(~x) gibt es ein n < ω, so dass rk(φγ(~a)) ≤ γ + n

für alle ~a ∈ T ϑγ gilt.
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Die Beweise von (ii), (iv) und (v) folgen direkt aus den entsprechenden Defi-

nitionen. Für (i) und (iii) siehe [Glaß 1990] Lemma 11.7 und 11.15.

(vi) Tritt x nur einmal in A(x) auf, so gilt No(A(s)) < No(A(t)) und

NNo(A(s)) ≤ NNo(A(t)) + 3N |s| < Φ(NNo(A(t)) + N |s|). Die Behauptung

in ihrer Allgemeinheit folgt durch Iteration dieses Argumentes.

(vii) Man addiere die Anzahl der unbeschränkten Quantoren von φ(~x) zu den

Auftreten der Zeichen ∧ und ∨ in φ(~x), um ein solches n zu erhalten.

4.2 Kripke-Platek Mengenlehren

Die nach Saul Kripke und Richard Platek benannte Mengenlehre KP stellt ein

fruchtbares Teilsystem der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre dar. Besonders bei

Hinzunahme starker Reflexionsprinzipien kann in dieser Theroie ein Großteil

der für die
”
Praxis“ relevanten Mengenlehre entwickelt werden. Obwohl KPω

(KP+Existenz einer unendlichen Menge) eine imprädikative Theorie ist, sind

die Axiome so vorsichtig gewählt, dass man sich vom Prädikativen nicht weit

entfernt. Dies emöglicht eine gute Zugriffsmöglichkeit über die von Wolfram

Pohlers entwickelte Methode der lokalen Prädikativität, die als Grundprinzip

dieser Analyse fungiert.

Die Axiome von KPω sind die Allabschlüsse folgender Formeln:

(Ext) s = t → s ∈ r → t ∈ r
(Fund) ∀x(∀y∈x φ(y) → φ(x)) → ∀xφ(x)

(Paar) ∃z (s ∈ z ∧ t ∈ z)

(Verein) ∃z ∀x∈s∀y∈x (y ∈ z)

(Unendl) ∃z infinite(z)

(∆0–Sep) ∃z (∀x∈z (x ∈ s ∧ φ(x)) ∧ ∀x∈s (φ(x) → x ∈ z)) für φ ∈ ∆0

(∆0–Koll) ∀x∈s ∃y φ(x, y) → ∃z ∀x∈s∃y∈z φ(x, y) für φ ∈ ∆0

KPM entsteht aus KPω durch Auslassen von (Unendl) und Hinzufügen von
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(Ad1) Ad(s) → trans(s)

(Ad2) Ad(s) ∧ Ad(t) → (s ∈ t ∨ s = t ∨ t ∈ s)
(Ad3) Ad(s) → φs für jede Instanz φ von

(Paar), (Verein), (Unendl), (∆0–Sep), (∆0–Koll)

(Mahlo) ∀x ∃y φ(x, y) → ∃z (Ad(z) ∧ ∀x∈z ∃y∈z φ(x, y)) für φ ∈ ∆0

KP+(Π3-Ref) entsteht aus KPω durch Ersetzung der (∆0–Koll) durch das

folgende Schema.

(Π3–Ref) φ → ∃z (trans(z) ∧ z 6= ∅ ∧ φz) für φ ∈ Π3

4.3 Die Zwischensysteme RS (ϑ)?

Die von Wilfried Buchholz ersonnenen Zwischensysteme RS(ϑ) bieten ein will-

kommenes Hilfsmittel bei der Einbettung. In ihnen ist ein einfaches Argu-

mentieren möglich, ohne sich um Ordinalzahlschranken kümmern zu müssen.

Durch Kapitel 6 werden die Sternherleitungen in die infinitären Systeme über-

tragen, in denen die Ordinalzahlanalyse stattfindet.

Um den verfeinerten Operatoren, die in dieser Arbeit in den infinitären Sy-

stemen verwendet werden, genüge zu tun, muss bei der (
∨

)?–Regel gegenüber

[Buchholz 1991a] eine Einschränkung ausgesprochen werden. Die Anzahl der

Prämissen muss sich mit Hilfe einer Information aus der Konklusion be-

schränken lassen. Dieser Eingriff macht sich im negativen Sinne nur beim

Beweis des Gleichheitslemmas bemerkbar. Aber selbst dort ist die Zusatzbe-

dingung in natürlicher Weise erfüllt.

Definition 4.9 Für X ⊆ ON sei

X? := X ∪ {ω} ∪ {ξ1 ⊕ · · · ⊕ ξn : n ∈ X & ξ1, . . . , ξn ∈ X}
∪ {m∈ω : ∃n∈X ∩ ω (m ≤ n+ 3)}.

Diese Definition weicht von der in [Buchholz 1991a] ab. Die hinzugekommene

letzte Komponente wird für den Beweis von Lemma 8.6 benutzt. Die vorletz-

te Komponente ist so erweitert, dass man (∆0–Sep) in den unten definierten
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Sternkalkülen herleiten kann. Dies ist aufgrund der eingeschränkten Möglich-

keiten bei der Termbildung schwieriger, als in der Analyse von Wilfried Buch-

holz.



4.3. DIE ZWISCHENSYSTEME RS(ϑ)? 53

Definition 4.10 (Die halbformalen Systeme RS(M)? und RS (K)?)

Die Terme und Formeln von RS(ϑ)? sind die RS(ϑ)–Terme und RS(ϑ)–

Formeln. Die RS(ϑ)?–Herleitungen werden von den folgenden Herleitungsre-

geln bzw. Axiomen generiert.

(
∧

)?
. . .Λ, Aι . . . (ι ∈ J)

Λ,
∧

(Aι)ι∈J

(
∨

)?
Λ, Aι1 , · · · , Aιn

Λ,
∨

(Aι)ι∈J

falls

ι1, . . . , ιn ∈ J

& stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stglh(Λ,
∨

(Aι)ι∈J)?

& 1 ≤ n ≤ 2 ·max{nt(B) : B ∈ Λ}

(Fund)? Λ, ∃x∈Lα (∀y∈xA(y) ∧ ¬A(x)), ∀x∈LαA(x)

Das System RS(M)? kennt im Gegensatz zu RS(K)? darüber hinaus

(Ad)?
. . .Λ, B(Lκ) . . . (κ ≤ |a|)

Λ,Ad(a) → B(a)

(Ref)? Λ, A → ∃z∈LκA
(z,κ) falls A ∈ Σ≤1(κ)

Wir benutzen die folgenden Schreibweisen.

RS(M)
∣∣?
ρ Λ :⇔


Es gibt eine RS(M)?–Herleitung d von Λ, so dass

rk(B(a)) < ρ bei jedem (Ad)?–Schluss in d mit

Hauptformel Ad(a) → B(a) gilt.

RS(K)
∣∣? Λ :⇔ es gibt eine RS(K)?–Herleitung von Λ.

∣∣? Λ :⇔

Λ ⊆ LRS(K) ⇒ RS(K)
∣∣? Λ

Λ ⊆ LRS(M) ⇒ RS(M)
∣∣?
0

Λ ohne (Ref)?

Bei einer RS(ϑ)?–Herleitung |? Λ wird Λ als Multimenge interpretiert.
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Lemma 4.11

(i)
∣∣? A,¬A

(ii)
∣∣? a ⊆ a und

∣∣? a = a

(iii)
∣∣? a ∈ Lγ und

∣∣? Lγ 6= ∅ falls |a| < γ

(iv)
∣∣? trans(Lα)

(v)
∣∣? ∃x∈Lα infinite(x) falls α > ω

(vi)
∣∣? Ad(Lκ), falls κ ∈ REG≤M

(vii)
∣∣? [s1 6= t1], · · · , [sn 6= tn],¬A(~s ), A(~t ),

falls jedes xj höchstens einmal in der L∈–Formel A(~x) auftritt.

Beweise sind in [Buchholz 1991a] Lemma 2.4, 2.5, 2.7 und 2.8. Die zusätzliche

Beschränkung beim (
∨

)?–Schluss kommt hier noch nicht zum Tragen. Nur

beim Beweis des Gleichheitslemmas wird in [Buchholz 1991a] von mehreren

Prämissen zu einer Konklusion geschlossen.

Lemma 4.12 (Gleichheitslemma)

Seien x1, . . . , xn genau die freien Variablen der RS(ϑ)–Formel A(~x). Dann gilt

für ~s,~t ∈ T∣∣? s1 6= t1, . . . , sn 6= tn,¬A(~s), A(~t ).

Beweis. Sei kj die Anzahl der Auftreten der Variablen xj in der Formel A.

Ã(~y) entstehe aus A(~x) dadurch, dass man (für j = 1, . . . , n) die kj Auftreten

der Variablen xj durch paarweise verschiedenen Variablen yj1, . . . , y
j
kj

ersetzt.

Dann ergibt Lemma 4.11 (vii)∣∣? [s1 6= t1], · · · , [s1 6= t1]︸ ︷︷ ︸
k1-mal

, · · · , [sn 6= tn], · · · , [sn 6= tn]︸ ︷︷ ︸
kn-mal

,¬A(~s), A(~t ),

wobei man ganz penibel Ã(t1, . . . , t1︸ ︷︷ ︸
k1-mal

, . . . , tn, . . . , tn︸ ︷︷ ︸
kn-mal

) anstelle von A(~t ) schreiben

müßte und Analoges für ¬A(~s). Mit n (
∨

)?–Schlüssen kann die Behauptung
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hergeleitet werden. Da in A(~x) genau nt(A)–viele Variablen auftreten, gilt

kj ≤ nt(A). Da sich hinter der Abkürzung [sj 6= tj] zwei RS(ϑ)–Formeln

verbergen ist die Bedingung an die Anzahl der Prämissen für den (
∨

)?–Schluss

mit 2 · kj ≤ 2 · nt(A(~t )) erfüllt. Die stg–Bedingung ist bei einem Schluss mit

Hauptformel A0 ∨ A1 trivialerweise erfüllt, denn es gilt stg(0) = stg(1) = ∅ ⊆
X? für alle X ⊆ ON .

Lemma 4.13

(i)
∣∣? (Ext)λ ∧ (Paar)λ ∧ (Verein)λ ∧ (Fund)λ ∧ (∆0–Sep)λ für alle λ ∈ AP

(ii) RS(M)
∣∣?
0

(∆0–Koll)κ für alle κ ∈ REG≤M

(iii) RS(M)
∣∣?
λ

(Ad1)λ ∧ (Ad2)λ ∧ (Ad3)λ für alle λ ∈ EPS

Der Beweis von (i) ist in [Buchholz 1991a] Satz 2.9 a). Nur der Beweis

von |? (∆0–Sep)λ bedarf aufgrund der Einschränkungen bei der Definition

der RS(ϑ)–Terme in dieser Arbeit einer kleinen Anpassung. Für die Schicht

des zu konstruierenden Terms wähle man δ := |a| ⊕ |~c | + lh(φ). Wegen

a,~c ∈ Tλ und λ ∈ AP gilt δ < λ. Dann kann man den RS(ϑ)–Term

d :≡ [x ∈ Lδ : x ∈ a ∧ φ(x,~c)] definieren. Die nachfolgende (
∨

)?–Regel kann

wegen δ ∈ stglh(∃x∈Lλ ∀x∈y (x ∈ a ∧ φ(x,~c)) ∧ ∀x∈a (φ(x,~c) → x ∈ y))? an-

gewendet werden. Ansonsten kann der Beweis wörtlich übernommen werden.

(ii) folgt aus einer Anwendung des Axioms (Ref)?.

(iii) Sei φ ein Axiom (Ad1) oder (Ad3). Es gilt also φ ≡ ∀x (Ad(x) → χ(x))

mit χ(x) ∈ ∆0 und nach Lemma 4.11 (iv), (v) und Teil (i), (ii) dieses Lemmas

gilt |?0 χ(Lκ) für κ ∈ REG≤M . Wegen λ ∈ EPS gilt ∀a∈T Mλ (rk(χ(a)) < λ),

also erhalten wir mit (Ad)? für alle a ∈ T Mλ : |?λ Ad(a) → χ(a) und es folgt

|?λ φλ.

Nun zu (Ad2). Aus Lemma 4.11 (ii), (iii) folgt ∀κ, π (|? Lκ ∈ Lπ ∨ Lκ =

Lπ ∨ Lπ ∈ Lκ). Mit zwei Anwendungen von (Ad)? erhalten wir für alle

a, b ∈ T Mλ : |?λ Ad(a) ∧ Ad(b) → (a ∈ b ∨ a = b ∨ b ∈ a) und so folgt

|?λ ∀x∈Lλ ∀y∈Lλ (Ad(x) ∧ Ad(y) → (x ∈ y ∨ x = y ∨ y ∈ x)).
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Kapitel 5

Operator kontrollierte

Herleitungen

Wir führen zunächst den Begriff Operator ein und definieren dann die verfei-

nerten OperatorenHη. Die Entwicklung dieser Verfeinerung ist das wesentliche

Mittel, um aus einer Ordinalzahlanalyse mit Operator kontrollierten Herleitun-

gen eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen zu gewinnen.

Anschließend werden die infinitären Systeme dargeboten, in denen Schnitt-

elimination möglich ist. Darauf folgen Beweise der einfacheren Eigenschaften

dieser Kalküle.

Die Verfeinerung der Operatoren ist abhängig von der zugrundeliegenden

Normfunktion N ∈ {NM , NK}. Um die Formeln nicht mit Indizes überzu-

strapazieren, machen wir diese Abhängigkeit in den Schreibweisen �Y
x und Hη

nicht explizit sichtbar. Es ist klar, dass beim Kalkül RS(M) die Operatoren

Hη mit Norm NM und bei RS(K) mit Norm NK verwendet werden.

Auch in diesem Kapitel betrachten wir nur Ordinalzahlen aus einem Bezeich-

nungssystem, d.h. mit Pow<ω(ON) ist immer Pow<ω(ON) ∩ T(ϑ) gemeint.

Definition 5.1 (Operatoren)

Eine Abbildung H : Pow<ω(ON)→ Pow(ON) heißt Operator, falls sie monoton

ist, d.h. wenn X ⊆ X ′ ⇒ H(X) ⊆ H(X ′) gilt. Gut nennen wir einen

Operator H, der zusätzlich für alle X ∈ Pow<ω(ON)

57
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(H0) {0} ∪X ⊆ H(X)

(H1) X ′ ⊆ H(X) ⇒ H(X ′) ⊆ H(X)

(H2) ∀n∈ω ∀~α (ωα0 ⊕ · · · ⊕ ωαn ∈ H(X) ⇔ {α0, . . . , αn} ⊆ H(X) )

(H3) α, β ∈ H(X) ⇒ ϕαβ ∈ H(X)

erfüllt. Wir setzen ∨X := max {Nξ : ξ ∈ X} und für eine endliche Menge

Θ von RS(ϑ)–Sätzen und Elementen von T ϑ ∪ {0, 1} sei ∨Θ := ∨stg(Θ). Zu

gegebenem Operator H werden folgende Relationen und Operatoren gebildet.

• H[Θ] : X 7→ H(stg(Θ) ∪X)

• �Y
x := TC {(α, β) ∈ Y × Y : α�N,1

x β}
• Hη : X 7→ H(X) ∩ {α : α�

H(X)
∨X η}

Wenn wir H mit einem oberen Index schreiben, setzen wir dabei stillschweigend

voraus, dass H ein guter Operator ist.

Abkürzungen. Ist keine Verwechselung zu befürchten, schreiben wir H an-

stelle von H(∅), z.B. bei α ∈ H oder bei stg(Γ) ⊆ H. Des Weiteren benutzen

wir folgende Schreibweisen:

• H ⊆ H′ :⇔ ∀X∈Pow<ω(ON)
(
H(X) ⊆ H′(X)

)
• α�ι η :⇔ α�|ι| η

• α�Θ η :⇔ α�∨Θ η

• η0 �Θ η1 in H :⇔ η0 �
H[Θ]
Θ η1

Die letzte Schreibweise benutzen wir auch für Ungleichungsketten:

η0 �Θ0 η1 �Θ1 · · ·�Θn−1 ηn in H

steht für ∀i<n (ηi �Θi ηi+1 in H) und impliziert also Hη0 [Θ] ⊆ Hηn [Θ], falls⋃
i Θi ⊆ Θ ist.

Die Rechnungen mit der �–Relation sind sehr elementar, aber von Zeit

zu Zeit doch etwas verwickelt. Damit die Abschätzungen trotzdem leicht

nachzuvollziehen sind, werden sie immer in folgender Weise ausgeführt. In

jedem Schritt wird entweder die Relation �Θ (ohne oberen Index 1) notiert.

Dann wird nur ein Summand durch einen anderen ersetzt, wobei man aus einer
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Voraussetzung weiss, dass diese beiden Summanden in der �Θ–Beziehung

zueinander stehen. Diese Operation ist nach Lemma 3.33 (iv) zulässig. In

jedem anderen Fall wird nur die Relation �1
x eingesetzt. Die Überprüfung

kann durch einfaches Ausrechnen geschehen. In nicht-trivialen Fällen ist die

Rechnung ausgeführt.

Die zusätzliche Bedingung, die das Anhängsel
”
in H“ mit sich bringt, ist

zwar für die Analyse von entscheidender Bedeutung1, aber nichtsdestotrotz

ist sie immer aus simplen Gründen erfüllt. Die guten Abschlusseigenschaften

guter Operatoren garantieren, dass man bei den Rechnungen nicht den vom

Operator vorgegebenen Rahmen verlässt.

Bemerkungen.

• Gute Operatoren sind abgeschlossen gegen ⊗.

• Mit H ist auch H[Θ] gut.

• Hη ist nicht gut, selbst wenn H es ist.

• Ist Hη 6= ∅, so gilt η ∈ H und η > 0.

Lemma 5.2 Sei A '
∨

(Aι)ι∈J oder A '
∧

(Aι)ι∈J.

(i) Hη[Θ, ι][ι] = Hη[Θ, ι]

(ii) |ι| ∈ Hη[Θ] ⇒ Hη[Θ, ι] ⊆ Hη·2+1[Θ]

(iii) stglh(A) ⊆ Hη[Θ] ⇒ rk(A) ∈ Hη⊗ω2
[Θ]

(iv) stg(A) ⊆ Hη[Θ] ⇒ stg(Aι) ⊆ Hη[Θ, ι] für alle ι ∈ J

(v) stglh(A) ⊆ Hη[Θ] ⇒ lh(Aι) ∈ Hη·2+4[Θ] für alle ι ∈ J

Beweis. (i) ist klar.

(ii) Wegen |ι| ∈ Hη[Θ] gilt |ι| ∈ H[Θ], also H[Θ, ι] = H[Θ]. (Nach der Defini-

tion von Hη haben wir vereinbart, dass dabei der zugrundeliegende Operator

immer ein guter ist. Daher konnte (H1) eingesetzt werden.) Sei α ∈ Hη[Θ, ι]

gegeben, d.h. es gibt η0, . . . , ηn ausH[Θ] mit α = η0�
1
Θ,ι · · ·�1

Θ,ιηn = η. Für i <

n gilt also N(ηi⊕|ι|+1) ≤ Φ(Nηi+1 +max {∨Θ, N |ι|})+N |ι|+1 ≤ Φ(Nηi+1 +

1Sie ermöglicht die η–Kollabierung 8.5.
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N |ι|+∨Θ)+N |ι|+1 ≤ Φ(Nηi+1 +N |ι|+1+∨Θ) = Φ(N(ηi+1⊕|ι|+1)+∨Θ).

Damit haben wir α�1 η0⊕ |ι|+ 1�1
Θ · · ·�1

Θ ηn⊕ |ι|+ 1 = η⊕ |ι|+ 1. Mit ηi ist

auch ηi ⊕ |ι| + 1 ∈ H[Θ], also gilt α �
H[Θ]
Θ η ⊕ |ι| + 1. Aus der Voraussetzung

|ι| ∈ Hη[Θ] folgt η⊕|ι|+1�
H[Θ]
Θ η ·2+1, also haben wir α ∈ Hη·2+1[Θ] gezeigt.

(iii) Durch Induktion nach A zeigt man rk(A)�
H[Θ]
Θ ω · (3η+ 3) · lh(A). Daraus

erhält man die Behauptung durch ω · (3η+ 3) · lh(A)�1 ω · (3η+ 4) + lh(A)�Θ

ω · (3η + 4)⊕ η �1 η ⊗ ω2 in H.

(iv) Diese Aussage ist nicht direkt klar, da in Aι auch außer ι Terme auf-

treten können, die nicht in A auftreten, d.h. es gilt nicht immer stg(Aι) ⊆
stg(A) ∪ {|ι|}. Aussage (iv) gilt nur aufgrund der Einschränkung für innere

Terme bei der Termdefinition 4.1. Sei ι ≡ [x ∈ L|ι| : B(x)] und t ein Term

in B(x). Wegen der Güte von H und SC(|t|) ⊆ SC(|ι|) gilt |t| ∈ H[Θ, ι].

Es gibt einen Term in A mit Schicht β, so dass |ι| ≤ β gilt. Im Verein mit

β ∈ stg(A) ⊆ Hη[Θ] folgt |t| < |ι| < η. Da für t außerdem die Bedingung

N |t| < N |ι| gilt, haben wir insgesamt |t| ∈ Hη[Θ, ι] nachgewiesen.

(v) Wegen 0 < lh(A) < η gilt η ≥ 2.

• A ≡ Ad(a) oder A ≡ Adξ(a) : lh(ι = a) = 5 �1 η · 2 + 4

• A ≡ a ∈ Lγ : lh(ι /∈ ∅ → ι = a) = 7 �1 η · 2 + 4

• A ≡ a ∈ [x ∈ Lγ : F (x)] : lh(F (ι) ∧ ι = a)) �1 γ + 6 �Θ η + 6

�1 η · 2 + 4 in H
Dabei gilt lh(F )�1γ nach Definition der RS(ϑ)–Terme und γ ∈ stg(A) ⊆
Hη[Θ] nach Voraussetzung.

• A ≡ A0 ∨ A1 : lh(Aι) �
1 lh(A) �Θ η in H

• A ≡ ∃x∈Lγ B(x) : lh(ι /∈ ∅ ∧ B(ι)) = lh(A) + 1 �Θ η + 1 in H
• A ≡ ∃y∈[x ∈ Lγ : F (x)] B(y) : lh(F (ι) ∧ B(ι)) �1 γ + lh(B) + 1

�Θ η · 2 + 4 in H
Dabei gilt lh(F )�1γ nach Definition der RS(ϑ)–Terme und γ ∈ stg(A) ⊆
Hη[Θ] nach Voraussetzung.
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5.1 Das infinitäre System RS(M)

Definition 5.3 Wir definieren die Herleitungsrelation der Operator kontrol-

lierten Herleitungen durch Rekursion nach der Herleitungslänge α.

H
∣∣α
ρ Γ gilt, falls {α} ∪ stg(Γ) ⊆ H

und einer der folgenden Fälle erfüllt ist:

(
∨

)
∨

(Aι)ι∈J ∈ Γ & H
∣∣α0

ρ Γ, Aι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ J

(
∧

)
∧

(Aι)ι∈J ∈ Γ & H[ι]
∣∣αι
ρ Γ, Aι mit αι < α für alle ι ∈ J

(cut) rk(C) < ρ & H
∣∣α0

ρ Γ, (¬)C mit
α0 < α

lh(C) ∈ H

(refκ) ∃z∈LκA
(z,κ) ∈ Γ & H

∣∣α0

ρ Γ, A mit
α0, κ < α

A ∈ Σ≤1(κ)

(mah) ∃z∈LM [Ad(z) ∧ A(z,M)] & H
∣∣α0

ρ Γ, A mit
α0,M < α

A ∈ Π2(M)

Dabei wurde in (cut) folgende Abkürzung benutzt.

H
∣∣α
ρ Γ, (¬)C :⇔ H

∣∣α
ρ Γ, C & H

∣∣α
ρ Γ,¬C

Die Schlüsse (
∧

) und (
∨

) bezeichnen wir je nach Gestalt der Hauptformel

auch genauer mit (∧), (¬Ad) und (∨), (Ad). Dagegen bezeichnen wir mit (∀)
eine Kombination aus einem (∨) und einem (

∧
)–Schluss zu der Regel

(∀)
H[t]

∣∣αt
ρ Γ, A(t) für alle t ∈ Tγ

H
∣∣α
ρ Γ,∀x∈Lγ A(x)

αt + 1 ∈ H ∩ α.

Dabei muss natürlich auch {α} ∪ stg(Γ) ⊆ H und ∀x∈Lγ A(x) ∈ Γ gelten.

Ebenso findet (∃) Verwendung.

Bemerkungen.
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• Beim (
∨

)–Schluss kann man o.E. annehmen, dass stg(ι0) ⊆ stg(Aι0) gilt,

denn falls ι0 nicht in Aι0 auftritt, kann man im ganzen Beweis ι0 :≡ L0

wählen.

• Der einzige wesentliche Unterschied zu [Buchholz 1991b] besteht darin,

dass hier die Länge jeder Schnittformel im Operator sein muss. Die-

se Information wird benötigt, um die prädikative Schnittelimination 5.8

durchführen zu können.

• Die Bedingung |ι0| < α im Schluss (
∨

) wurde weggelassen, um die Vor-

aussetzungen an die Herleitungsrelation möglichst gering zu halten. Für

die Auswirkungen siehe die Bemerkung hinter dem Beschränkungslemma

7.3.

• Die gegenüber [Buchholz 1991a] abweichende Form von (refκ) wurde aus

Geschmacksgründen gewählt und um eine Einheitlichkeit zur Analyse

von KP+(Π3–Ref) zu bekommen. Mit den benötigten kleinen Änderun-

gen funktionieren alle folgenden Beweise auch für den (refκ)-Schluss aus

[Buchholz 1991a].

• Sollen die RS(M)–Herleitungen von den im nächsten Abschnitt definier-

ten RS(K)–Herleitungen abgehoben werden, so schreiben wir RS(M) :

H|αρ Γ.

Lemma 5.4 (Monotonie)

Für α ≤ β & ρ ≤ σ & H ⊆ H′ & {β} ∪ stg(∆) ⊆ H′ gilt

H
∣∣α
ρ Γ ⇒ H′

∣∣β
σ Γ,∆.

Lemma 5.5 (Persistenz)

H
∣∣α
ρ Γ,∀x∈Lγ A(x) & β ∈ H ∩ γ ⇒ H

∣∣α
ρ Γ,∀x∈Lβ A(x)
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Lemma 5.6 (Inversion)

(i) Hη[Θ]
∣∣α
ρ Γ,

∧
(Aι)ι∈J & ι0 ∈ J ⇒ Hη[Θ, ι0]

∣∣α
ρ Γ, Aι0

(ii) H
∣∣α
ρ Γ, A0 ∧ A1 ⇒ H

∣∣α
ρ Γ, Ai für i < 2

(iii) H
∣∣α
ρ Γ, A0 ∨ A1 ⇒ H

∣∣α
ρ Γ, A0, A1

Beweis durch Induktion nach α. Bei (i) benutzt man Lemma 5.2 (i) und (iv).

Lemma 5.7 (Reduktion)

Für A '
∨

(Aι)ι∈J mit ρ ≥ rk(A) /∈ REG und lh(A) ∈ Hη[Θ] gilt

Hη[Θ]
∣∣α
ρ Γ,¬A & Hη[Θ]

∣∣β
ρ ∆, A ⇒ Hη·2+4[Θ]

∣∣α + β
ρ Γ,∆.

Beweis durch Induktion nach β. Es wird nur der kritische Fall betrachtet, dass

A Hauptformel des letzten Schlusses in der Herleitung von ∆, A ist. Wegen

rk(A) /∈ REG kann dies nur (
∨

) sein.

(1) Hη[Θ]
∣∣β0

ρ ∆, A,Aι0 für ein ι0 ∈ J und β0 < β

Die Induktionsvoraussetzung liefert

(2) Hη·2+4[Θ]
∣∣α + β0

ρ Γ,∆, Aι0 .

Mit Inversion 5.6 (i) folgt aus der Herleitung von Γ,¬A

(3) Hη[Θ, ι0]
∣∣α
ρ Γ,¬Aι0 .

Herleitung (1) beinhaltet |ι0| ∈ Hη[Θ], also ist Hη[Θ, ι0] ⊆ Hη·2+4[Θ] nach

Lemma 5.2 (ii). Mit Monotonie folgt aus (3)

(4) Hη·2+4[Θ]
∣∣α + β0

ρ Γ,∆,¬Aι0 .

Aus α, β ∈ Hη[Θ] folgt α + β ∈ Hη·2+4[Θ] und es gilt rk(Aι0) < rk(A) ≤ ρ

sowie lh(Aι0) ∈ Hη·2+4[Θ] nach Lemma 5.2 (v), also folgt die Behauptung aus

(2) und (4) mit (cut).
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Satz 5.8 (Prädikative Schnittelimination)

Es gelte [ρ, ρ+ ωα[∩REG = ∅ und α ∈ H.

Hη[Θ]
∣∣β
ρ+ ωα

Γ ⇒ Hη⊗ωϕα(β+1)·2[Θ]
∣∣ϕαβ
ρ Γ

Beweis durch Hauptinduktion nach α und Nebeninduktion nach β.

1. Der letzte Schluss ist (cut). Es gilt also

(1) Hη[Θ]
∣∣β0

ρ+ ωα
Γ, (¬)C mit β0 < β.

Eine Anwendung der Nebeninduktionsvoraussetzung liefert

Hη⊗ωϕα(β0+1)·2[Θ]
∣∣ϕαβ0

ρ Γ, (¬)C.

1.1. rk(C) < ρ.

Aus (1) folgt β0 ∈ Hη[Θ] und somit Hη⊗ωϕα(β0+1)·2[Θ] ⊆ Hη⊗ωϕα(β+1)·2[Θ] (siehe

Lemma 3.33 (v)). Außerdem ist ϕαβ0 < ϕαβ ∈ Hη⊗ωϕα(β+1)·2[Θ], also folgt die

Behauptung mit (cut).

1.2. rk(C) = ρ+ ωα1 + · · ·+ ωαn mit n ≥ 0, αn ≤ . . . ≤ α1 < α.

Im Fall n = 0 setzen wir α1 := 0. Es ist ρ ≤ rk(C) ≤ ρ+ωα1 ·n und [ρ, ρ+ωα1 ·n]

⊆ [ρ, ρ+ωα[, also rk(C) /∈ REG. Wir können daher das Reduktionslemma 5.7

einsetzen. Wegen (η ⊗ ωϕα(β0+1) · 2) · 2 + 4 �1 η ⊗ ωϕα(β0+1) · 5 erhalten wir

Hη⊗ωϕα(β0+1)·5[Θ]
∣∣ϕαβ0 · 2
ρ+ ωα1 · n Γ.

Nun wollen wir n–mal die Hauptinduktionsvoraussetzung anwenden. Aus

stg(C) ⊆ H folgt rk(C) ∈ H, also gilt nach (H2): α1 ∈ H. Außerdem ist

[ρ, ρ+ ωα1 · i[∩REG ⊆ [ρ, ρ+ ωα[∩REG = ∅.

Hη′n [Θ]
∣∣β′n
ρ Γ mit

β′0 := ϕαβ0 · 2 und η′0 := η ⊗ ωϕα(β0+1) · 5

β′i+1 := ϕα1β
′
i und η′i+1 := η′i ⊗ ωϕα1(β′i+1) · 2

Nach Lemma 3.1 (i) gilt ϕα1β
′
i < ϕαβ. Damit folgt β′n < ϕαβ ∈

Hη⊗ωϕα(β+1)·2[Θ] und analog ωϕα(β0+1) ⊗
⊗

i<n ω
ϕα1(β′i+1) < ωϕα(β+1), da man
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Ordinalzahlen der Gestalt ωϕρξ auch in der Gestalt (nicht unbedingt Normal-

form) ω2(γ) schreiben kann und daher Lemma 3.30 (iii) greift. Nach Lemma

5.2 (iii) gilt α1, n �1 rk(C) �Θ η ⊗ ω2 in H. Insgesamt ergibt sich (in H) für

n > 0:

• η′n �1 η ⊗ ωϕα(β+1) ⊕ α1 ⊕ β0 + 2n+ 4

�Θ η ⊗ ωϕα(β+1) ⊕ η ⊗ ω2 · 5

�1 η ⊕ ωϕα(β+1) · 2
Man erhält die Normabschätzung für die erste Ungleichung wie folgt.

Es ist ϕα(β + 1) in Normalform (dafür die
”
+1“) und daher gilt:

◦Nϕα(β + 1) = Nα +Nβ + 2

◦Nβ′i ≤ 2 + 2Nα + 2Nβ0 + i(1 +Nα1)

◦Nη′n = N(η ⊗ ωϕα(β0+1) ⊗ ωϕα1(β′0+1) ⊗ · · · ⊗ ωϕα1(β′n−1+1) · 9 · 2n)

≤ 9 · 2n · 3n+1 ·Nη ·Nωϕα(β0+1) ·
∏

i<nNω
ϕα1(β′i+1)

≤ 2n+2 · 3n+2 ·Nη · (3 +Nα +Nβ0) ·
∏

i<n(3 +Nα1 +Nβ′i)

≤ 6n+2 ·Nη · (3 +Nα +Nβ0)

· (5 + 2Nα + 2Nβ0 + n− 1 + nNα1)n

≤ 6n+2 · (2n)n ·Nη · (2 +Nα +Nβ0 +Nα1)n+1

≤ Φ(n+ 1) · Φ(Nη) · Φ(2 +Nα +Nβ0 +Nα1 + n+ 1) mit (Φ.1, 3)

≤ Φ(Nη +Nα +Nβ +Nβ0 +Nα1 + 2n+ 4) mit (Φ.4)

≤ Φ(N(η ⊗ ωϕα(β+1) ⊕ α1 ⊕ β0 + 2n+ 4)) mit Lemma 3.31

2. Die anderen Fälle folgen aus der Induktionsvoraussetzung mit dem gegebe-

nen Schluss. Man braucht nur folgende Monotonieeigenschaft der Operatoren

β0 ∈ Hη[Θ′] ∩ β & Θ′ ⊇ Θ ⇒ Hη⊗ωϕα(β0+1)·2[Θ′] ⊆ Hη⊗ωϕα(β+1)·2[Θ′],

die aus Lemma 3.33 (v) folgt.
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5.2 Transformationen des η–Parameters

Bei der gerade bewiesenen prädikativen Schnittelimination, trat das erste Mal

eine kompliziertere Transformation des Parameters η auf. Auch in den fol-

genden Schnitteliminationssätzen sind ähnliche Transformationen erforderlich.

Sie sehen auf den ersten Blick etwas unnatürlich und ausgetüfftelt aus. In

Wirklichkeit ergeben sie sich aber bei Kenntnis der �–Relation durch einfache

Erwägungen. Das gemeinsame Grundprinzip, dass allen diesen Transformatio-

nen zueigen ist, soll in diesem Abschnitt erläutert werden.

Angenommen, wir wollen einen SatzH|α Γ⇒ H̃|α̃ Γ̃ einer Ordinalzahlanalyse

mit Operator kontrollierten Herleitungen mit verfeinerten Operatoren bewei-

sen: Hη|α Γ⇒ Ĥη̂|α̃ Γ̃. Gilt Nα̂ > Nα, so muss der Parameter η̂ gegenüber η

offensichtlich vergrößert werden. Als naheliegender Kandidat bietet sich η⊕ α̂
an. Damit der Operator im Laufe einer Herleitungsinduktion nicht kleiner wird,

muss folgende Eigenschaft gelten:

α0 < α & α0, α ∈ Hη ⇒[falsch] η ⊕ α̂0 � η ⊕ α̂

Der Versuch dies zu zeigen, scheitert schon, falls α̂ = α ist. Aus α0 �
1 η folgt

zwar η⊕α0�
1 η⊕α, denn es gilt η⊕α0 < η⊕α und N(η⊕α0) = Nη+Nα0 ≤

Nη+Φ(Nη) ≤ Φ(Nη⊕α), aber dieser Beweis lässt sich nicht für die transitive

Relation � durchführen. Haben wir α0 �
1 α1 �

1 η gegeben, so folgt zwar wie

oben η ⊕ α0 �
1 η ⊕ α1, aber da α1 > α sein kann, gilt im allgemeinen nicht

η⊕α1�η⊕α. Für alle Abbildungen (α 7→ α̂), die in dieser Arbeit vorkommen,

lässt sich

α0 < α & α0 ∈ Hη ⇒ η ⊗ (α̂0 + 1) � η ⊗ (α̂ + 1),

analog zu Lemma 3.33 (v) zeigen. Diese Schrankenart findet in der η–

Kollabierung 8.5 Verwendung. In der Schnittelimination 7.13 haben wir η ⊗
ωα̂ · 2 benutzt, obwohl es η⊗ (α̂+ 1) genauso gut getan hätte. Wird aber beim

Beweis die Induktionsvoraussetzung mehrfach angewendet, bzw. Hauptinduk-

tionsvoraussetzung und Nebeninduktionsvoraussetzung kombiniert, so funktio-

niert dies Verfahren nicht. Nach zweifacher Anwendung der Induktionsvoraus-

setzung ist man bei der Operatorschranke η⊗ (α̂0 + 1)⊗ (α̂0 + 1), die durchaus
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größer als η ⊗ (α̂ + 1) sein kann. Man muss in diesem Fall sicherstellen, dass

zwischen (α̂0 + 1) und (α̂+ 1) eine multiplikative Hauptzahl liegt. Dazu kann

man von α̂ zu ω2(α̂) übergehen. Um Klammern im Ausdruck η ⊗ (ω2(α̂) + 1)

einzusparen, kann man alternativ auch η ⊗ ω2(α̂) · 2 verwenden. Diese Form

wird in den Sätzen 7.6 und 7.15 benutzt und in gewisser Weise auch in der

obigen prädikativen Schnittelimination. Dort heißt es zwar η ⊗ ωα̂ · 2, aber es

ist α̂ = ϕα(β + 1) und diese Ordinalzahl kann man auch in der Gestalt ωα
′

darstellen.

Nun ist die Frage zu klären, wie man aus der transformierten Herleitungs-

schranke α̃ des zugrundeliegenden Satzes auf den Term α̂ kommt, den man

zur Bildung der Operatorschranke benutzt2. Es muss α̂ eine effektive Version

von α̃ sein, die Fixpunkte vermeidet. Dazu wird + durch ⊕ und ϕαβ durch

ϕα(β+ 1) ersetzt. Um die Beweise möglichst einfach zu gestalten, werden An-

wendungen der Kollabierungsfunktionen ψκ und Ψξ
π weggelassen. Damit die

Herleitungsschranken trotzdem im Operator sind, werden die fehlenden Kom-

ponenten, also κ bzw. ξ und π zur η–Schranke dazuaddiert. Das Kollabieren der

Operatorschranke findet erst ganz am Ende der Analsye in der η–Kollabierung

statt.

Bei den beiden Sätzen zur partiellen Schnittelimination in RS(K) wird zu der

so erhaltenen Operatorschranke noch die Mächtigkeit der hergeleiteten Formel-

menge addiert, da dies aus beweistechnischen Gründen nötig ist. Man könnte

auch die Information über die Kardinalität der Formelmenge grundsätzlich in

jeder Herleitung speichern, aber da auf diese Weise die Monotonie unangenehm

eingeschränkt wird, wurde dies nicht gemacht.

2Um Schreibarbeit zu sparen, nutzen wir α̂ auch als Herleitungslänge. Man könnte aber

auch die ursprüngliche Herleitungslänge α̃ beibehalten.
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5.3 Das infinitäre System RS (K)

Definition 5.9 Wir definieren die Herleitungsrelation der Operator kontrol-

lierten Herleitungen und Rekursion nach α.

H
∣∣α
ρ Γ gilt, falls {α} ∪ stg(Γ) ⊆ H

und einer der folgenden Fälle erfüllt ist:

(
∨

)
∨

(Aι)ι∈J ∈ Γ & H
∣∣α0

ρ Γ, Aι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ J

(
∧

)
∧

(Aι)ι∈J ∈ Γ & H[ι]
∣∣αι
ρ Γ, Aι mit αι < α für alle ι ∈ J

(cut) rk(C) < ρ & H
∣∣α0

ρ Γ, (¬)C mit
α0 < α

lh(C) ∈ H

(refK) ∃z∈Lκ [trans(z) ∧ z 6= ∅ ∧ A(z,K)] ∈ Γ & H
∣∣α0

ρ Γ, A
mit α0,K < α & A ∈ Π3(K) & ~lh(Γ) ⊆ H

(refξπ) ∃z∈Lπ [Adξ(z) ∧
∧
j≤k

∃x∈z Aj(x)(z,π)] ∈ Γ & H
∣∣α0

ρ Γ,
∧
j≤k

Aj(tj)

mit α0, π < α & stat(ξ, π) & ξ ∈ H & Aj(tj) ∈ Π≤2(π)

Sollen die RS(K)–Herleitungen von den RS(M)–Herleitungen abgehoben wer-

den, so schreiben wir RS(K) : H|αρ Γ. Es treffen auch hier die Bemerkungen

hinter Definition 5.3 zu.

Warum die Regel (refξπ) anders als in [Rathjen 1994b] formuliert wurde, wird

am Anfang von Abschnitt 7.2 erläutert.

Lemma 5.10 (Monotonie)

Für α ≤ β & ρ ≤ σ & H ⊆ H′ & {β} ∪ stg(∆) ⊆ H′ gilt

H
∣∣α
ρ Γ & (α ≤ K oder ~lh(∆) ⊆ H′) ⇒ H′

∣∣β
σ Γ,∆.

Beweis durch Induktion nach α. Bei der Behandlung von (refK) braucht man

die Voraussetzung ~lh(∆) ⊆ H′. Ist α ≤ K, so kann in der gegebenen Herleitung

dieser Schluss nicht vorkommen.
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Lemma 5.11 (Persistenz)

H
∣∣α
ρ Γ,∀x∈Lγ A(x) & β ∈ H ∩ γ ⇒ H

∣∣α
ρ Γ,∀x∈Lβ A(x)

Lemma 5.12 (Inversion)

(i) Hη[Θ]
∣∣α
ρ Γ,

∧
(Aι)ι∈J & ι0 ∈ J ⇒ Hη·2+4[Θ, ι0]

∣∣α
ρ Γ, Aι0

(ii) Hη[Θ]
∣∣α
ρ Γ,

∧
(Aι)ι∈J & ι0 ∈ J & α < K ⇒ Hη[Θ, ι0]

∣∣α
ρ Γ, Aι0

(iii) H
∣∣α
ρ Γ, A0 ∧ A1 ⇒ H

∣∣α
ρ Γ, Ai für alle i < 2

(iv) H
∣∣α
ρ Γ, A0 ∨ A1 ⇒ H

∣∣α
ρ Γ, A0, A1

Beweis durch Induktion nach α. Bei (i) benutzt man Lemma 5.2 (i) und (iv),

sowie, für den Fall (refK), Teil (v). Bei (ii) kann dieser Schluss nicht auftreten.

Lemma 5.13 (Reduktion)

Für A '
∨

(Aι)ι∈J mit ρ ≥ rk(A) /∈ REG und lh(A) ∈ Hη[Θ] gilt

Hη[Θ]
∣∣α
ρ Γ,¬A & Hη[Θ]

∣∣β
ρ ∆, A ⇒ Hη·4+9[Θ]

∣∣α + β
ρ Γ,∆.

Beweis durch Induktion nach β. Es wird nur der kritische Fall betrachtet, dass

A Hauptformel des letzten Schlusses in der Herleitung von ∆, A ist. Wegen

rk(A) /∈ REG kann dies nur (
∨

) sein.

(1) Hη[Θ]
∣∣β0

ρ ∆, A,Aι0 für ein ι0 ∈ J und β0 < β

Die Induktionsvoraussetzung liefert

(2) Hη·4+9[Θ]
∣∣α + β0

ρ Γ,∆, Aι0 .

Mit Inversion 5.12 (i) folgt aus der Herleitung von Γ,¬A

(3) Hη·2+4[Θ, ι0]
∣∣α
ρ Γ,¬Aι0 .
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Herleitung (1) beinhaltet |ι0| ∈ Hη[Θ], also ist Hη·2+4[Θ, ι0] ⊆ Hη·4+9[Θ]. Mit

Monotonie folgt aus (3)

(4) Hη·4+9[Θ]
∣∣α⊕ β0

ρ Γ,∆,¬Aι0 .

Aus α, β ∈ Hη[Θ] folgt α + β ∈ Hη·4+9[Θ] und es gilt rk(Aι0) < rk(A) ≤ ρ

sowie lh(Aι0) ∈ Hη·2+4[Θ] nach Lemma 5.2 (v), also folgt die Behauptung aus

(2) und (4) mit (cut).

Gilt α ≤ K bei der Prämisse des Reduktionslemmas, so kommt man wie im

Lemma 5.7 mit dem Operator Hη·2+4[Θ] aus, da man dann die Inversion 5.12

(ii) anstelle von (i) benutzen kann.

Satz 5.14 (Prädikative Schnittelimination)

Es gelte [ρ, ρ+ ωα[∩REG = ∅ und α ∈ H.

Hη[Θ]
∣∣β
ρ+ ωα

Γ ⇒ Hη⊗ωϕα(β+1)·2[Θ]
∣∣ϕαβ
ρ Γ

Beweis analog zu 5.8.



Kapitel 6

Einbettungen

Damit wir die Sternherleitungen aus Abschnitt 4.3 in unseren infinitären

Systemen RS(M) und RS(K) ausnutzen können, müssen wir einen Ein-

bettungssatz herleiten, der einen Beweis im Sternkalkül in eine Operator

kontrollierte Herleitung transformiert. Da wir diese Einbettung für verfeinerte

Operatoren benötigen, kommt einiges an Rechenarbeit auf uns zu. Dadurch,

dass in den Hη–Operatoren auch endliche Ordinalzahlen eine entscheidende

Rolle spielen, fallen sehr detaillierte Abschätzungen für die Normen von For-

meln an. Damit man No(Λ) als Verfeinerungsparameter bei der Einbettung

einer Sternherleitung der Formelmenge Λ wählen kann, muss man nachweisen,

dass die Subformelbeziehung eine geeignete Monotonie der Operatoren ergibt,

wenn man die Normen der Formeln als oberen Index nimmt. Die Eigenschaft

erscheint sehr plausibel, da die Formelnorm analog zum Rang gebildet wird,

aber auf eine Weise, dass keine Ordinalzahlen, die in der Formel auftreten

verloren gehen, d.h. jedes Element von stg(A) tritt in der Normalformterm-

darstellung von no(A) auf. Allerdings ergibt sich eine Schwierigkeit dadurch,

dass z.B. in der Subformel von Lα ∈ [x∈Lβ : B(x,~a)] neue Terme in Gestalt

der ~a zutage treten. Diese können nur dadurch geeignet kontrolliert werden,

dass in der Termdefinition starke Einschränkungen für solche ~a vorgenommen

wurden.

Da die Rechnungen für das folgende Lemma langwierig sind und keine weitere

71
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Einsicht für den großen Beweisgang geben, sind sie in den Anhang verlegt

worden.

Lemma 6.1 Sei A '
∧

(Aι)ι∈J oder A '
∨

(Aι)ι∈J und stg(Λ, A) ⊆ H, wobei

H ein guter Operator ist. Dann gilt für ι, ι1, . . . , ιn ∈ J

(i) no(Aι) �ι no(A) in H

(ii) stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stg(Λ, A)? & 1 ≤ n ≤ 2 ·max {nt(B) : B ∈ Λ}
⇒ No(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) + n� No(Λ, A) in H

Der Beweis findet sich im Anhang, Lemma B.5.

Lemma 6.2

RS(ϑ)
∣∣?
ρ Λ ⇒ RS(ϑ) : HNo(Λ)[Λ]

∣∣||Λ||
ρ Λ

Wir zeigen, dass Hϑ|?ρ Λ :≡ RS(ϑ) : HNo(Λ)[Λ]|||Λ||ρ Λ abgeschlossen ist unter

den Schlüssen von RS(ϑ)?. Generell sei angemerkt, dass mit der Güte von H
aus stg(Λ) ⊆ H[Λ], was nach Definition gilt, ||Λ|| ∈ H[Λ] folgt. Im Verein mit

Lemma 4.8 (iv) erhalten wir

(1) ||Λ|| ∈ HNo(Λ)[Λ].

1. Λ = Λ′, A mit A '
∧

(Aι)ι∈J und Hϑ|?ρ Λ′, Aι für alle ι ∈ J. Es

folgt aus Hϑ|?ρ Λ′, Aι wegen stg(Λ′, ι) ⊆ stg(Λ, ι) und Lemma 6.1 (i)

HNo(Λ)[Λ, ι]|||Λ,Aι||ρ Λ′, Aι aus Monotoniegründen und daraus wiederum Hϑ|?ρ Λ

mit (
∧

), da ||Λ′, Aι|| < ||Λ|| ∈ HNo(Λ)[Λ] nach Lemma 4.8 (i) und (1).

2. Λ = Λ′, A mit A '
∨

(Aι)ι∈J und Hϑ|?ρ Λ′, Aι1 , · · · , Aιn wobei ι1, . . . , ιn ∈ J

und stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stg(Λ)? sowie 1 ≤ n ≤ max {nt(B) : B ∈ Λ}. Aus

stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stg(Λ)? folgt stg(Λ′, Aι1 , · · · , Aιn) ⊆ stg(Λ)? ⊆ H[Λ], also

H[Λ′, Aι1 , · · · , Aιn ] ⊆ H[Λ]. Daher und wegen No(Λ′, Aι1 , · · · , Aιn)�H[Λ] No(Λ)

(nach Lemma 6.1 (ii)) folgt aus Monotonie HNo(Λ)[Λ]|α0
ρ Λ, Aι1 , · · · , Aιn für
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α0 := ||Λ′, Aι1 , · · · , Aιn||. Durch Lemma 4.8 (iv) und aus Lemma 6.1 (ii) er-

halten wir α0 + n �1 No(Λ′, Aι1 , · · · , Aιn) + n � No(Λ) in H[Λ], also gilt

α0 + n ∈ HNo(Λ)[Λ]. Außerdem ist |ιj| < ||Aιj || ≤ α0 (siehe erste Bemerkung

nach Definition 5.9). Daher liefern n (
∨

)–Schlüsse HNo(Λ)[Λ]|α0+n
ρ Λ. Nun er-

gibt sich die Behauptung mit α0 + n < ||Λ|| ∈ HNo(Λ)[Λ].

3. Sei C ≡ ∃x∈Lα
(
∀y∈xA(y) ∧ ¬A(x)

)
und setze γt := ||C||+ω|t|. Wir zeigen

durch Induktion nach |a| für η := No(C, ∀x∈LαA(x))

(1) ∀a∈T ϑα ∪ {Lα} Hη[C, a]
∣∣γa
ρ C, ∀x∈aA(x).

Hieraus folgt für a :≡ Lα die Behauptung, denn es ist ||C|| + ω · α <

||C, ∀x∈LαA(x)|| ∈ Hη[C].

Für den Nachweis von (1) sei a ∈ T ϑα ∪ {Lα}. Nach Induktionsvoraussetzung

gilt

(2) Hη[C, t]
∣∣γt
ρ C, ∀y∈t A(y) für alle t ∈ T ϑ|a|.

Aus 1. und 2. folgt mit Lemma 4.11 (i) H|?0 ¬A(t), A(t). Wegen

||¬A(t), A(t)|| ≤ γt ∈ Hη[C, t] und No(¬A(t), A(t))�|t| η (folgt aus no(A(t))�t

no(∀x∈LαA(x)), Lemma 6.1 (i)) und stg(A(t)) ⊆ stg(C, t) folgt mit Monotonie

Hη[C, t]|γtρ ¬A(t), A(t). Mit (2) folgt weiter:

(∧) Hη[C, t]
∣∣γt + 1
ρ C, ∀y∈t A(y) ∧ ¬A(t), A(t) für alle t ∈ T ϑ|a|

(
∨

) Hη[C, t]
∣∣γt + 2
ρ C,A(t) für alle t ∈ T|a|

(∀) Hη[C, a]
∣∣γa
ρ C, ∀x∈aA(x)

Für die Schlüsse ist noch γt + 3 ∈ H[C, t] für t ∈ Tα ∪ {Lα} zu zeigen. Dies

folgt aus rk(C)�1 no(C) (Lemma 4.8 (iv)) und ω · |t|�1
t ω

α�1 no(∀x∈LαA(x)).

Ebenso folgt die Bedingung γa ∈ Hη[C, a], die zusätzlich für den letzten

Schluss benötigt wird.

Für die Einbettung von RS(M)?–Herleitungen sind noch zwei weitere Fälle zu

betrachten.
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4. Λ = Λ′,Ad(a) → B(a) mit rk(B(a)) < ρ und für alle κ ≤ |a|
gilt H|?ρ Λ′, B(Lκ). Sei α0 := ||Λ′,¬Ad(a), B(a), B(a)||. Nach 1.–3. gilt

|? Λ ⇒ Hϑ|?0 Λ, also folgt aus Lemma 4.12 H|?0 Lκ 6= a,¬B(Lκ), B(a).

No(Lκ 6= a,¬B(Lκ), B(a)) �κ η := No(Λ) in H[Λ, κ] gilt wegen

• no(B(Lκ)) �κ no(B(a)) nach Lemma 4.8 (vi)

• no(Lκ 6= a) �κ no(¬Ad(a)) nach Lemma 6.1 (i)

Daher bekommen wir mit Monotonie und anschließendem Schnitt (mit Rang

rk(B(Lκ)) ≤ rk(B(a)) < ρ): Hη[Λ, κ]|α0+1
ρ Λ′,Lκ 6= a,B(a). Ein (

∧
)–

Schluss liefert Hη[Λ]|α0+2
ρ Λ′,¬Ad(a), B(a). Zwei (∨)–Schlüsse bringen uns zu

Hη[Λ]|α0+4
ρ Λ. Nun ergibt sich die Behauptung mit α0 + 4 < ||Λ|| ∈ HNo(Λ)[Λ].

5. Sei A ∈ Σ≤1(κ). Aus 1.–3. folgt mit Lemma 4.11 (i) H|?0 ¬A,A.

Mit (ref) folgt für C :≡ A → ∃z∈LκA
(z,κ) wegen No(¬A,A) �

No(C) in H[C] und ||¬A,A|| + 1 ∈ HNo(C)[C] (nach Lemma 4.8 (iv))

HNo(C)[C]|||¬A,A||+1
0 ¬A, ∃z∈LκA

(z,κ). Lemma 4.8 (iv) impliziert auch ||¬A,A||+
2 ∈ HNo(C)[C], also folgt mit zwei (∨)–Schlüssen die Behauptung, wobei die

Herleitungsschranke wegen ||¬A,A|| + 2 < ||C|| ∈ HNo(C)[C] erreicht werden

kann.

Korollar 6.3

Zu jedem Λ(~x) ⊆ LϑAd gibt es η ∈ T ϑ und α < ωϑ+ω, so dass für alle ~a ∈ T ϑϑ

RS(ϑ)
∣∣?
ρ Λϑ(~a) ⇒ RS(ϑ) : Hη[~a]

∣∣α
ρ Λϑ(~a)

gilt.

Beweis. Zu Λ(~x) setze η := No(Λϑ( ~Lϑ)). Iterierte Anwendung von Lemma 4.8

(vi) ergibt HNo(Λϑ(~a))[~a] ⊆ Hη[~a]. Die Behauptung folgt mit Lemma 6.2, wobei

man die Herleitungslänge α zu Λ(~x) mit Lemma 4.8 (vii) wählt.

Als nächstes wird die Aussagenlogik in die infinitären Systeme eingebettet.

Um ein kleines technisches Problem beim Existenzschluss meistern zu können,

wird vorweg ein Hilfslemma bewiesen.
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Lemma 6.4 Sei a ∈ T ϑ und C(x) eine RS(ϑ)–Formel.

(i)
∣∣? ¬(b ∈ a ∧ C(b)), ∃x∈aC(x) für alle b ∈ T ϑ

(ii)
∣∣? ¬(b ∈ a → C(b)), b

◦
∈ a → C(b) für alle b ∈ T ϑ|a|

(iii) Zu ψ(~x) ∈ LϑAd gibt es ein η ∈ T ϑ, so dass für ~a ∈ T ϑ und b ∈ T ϑ|ai|
No(¬(b ∈ ai → ψϑ(~a, b)), b

◦
∈ ai → ψϑ(~a, b)) �b η gilt.

Beweis. (i) Wir beschränken uns auf den schwierigeren Fall, dass a ≡
[x∈Lα : A(x)] ist. Für alle t ∈ T ϑ|a| gilt |? t 6= b,¬C(b), C(t) nach dem Gleich-

heitslemma 4.12 und ein (
∧

)?–Schluss mit der Tautologie |? ¬A(t), A(t) liefert

|? ¬A(t), t 6= b,¬C(b), A(t) ∧ C(t). Durch zwei (
∨

)?–Schlüsse erhalten wir

|? ¬A(t) ∨ t 6= b,¬C(b),∃x∈aC(x). Da dies für alle t ∈ T ϑ|a| gilt, bekommen

wir |? b /∈ a,¬C(b),∃x∈aC(x) mit (
∧

)? und daraus folgt die Behauptung.

(ii) Für a ≡ Lα gilt |? b ∈ a nach 4.11 (iii), also |? b ∈ a ∧ ¬C(b), C(b),

was die Behauptung ist. Für a ≡ [x∈Lα : A(x)] erhalten wir der Reihe nach

|? b = b ∧ A(b),¬A(b) |? b ∈ a,¬A(b) |? b ∈ a ∧ ¬C(b),¬A(b), C(b)

|? b ∈ a ∧ ¬C(b), A(b) → C(b), was die Behauptung ist.

(iii) Laut Lemma 6.1 (i) gilt no(b
◦
∈ ai)�b no(ai ∈ ai) für b ∈ T ϑ|ai|. Mit Lemma

4.8 (vi) können wir auf No(¬(b ∈ ai → ψϑ(~a, b)), b
◦
∈ ai → ψϑ(~a, b)) �~a,b η1

für η1 := No(¬(Lϑ ∈ Lϑ → ψϑ( ~Lϑ,Lϑ)),Lϑ ∈ Lϑ → ψϑ( ~Lϑ,Lϑ)) schließen.

Lemma 6.5

Zu aussagenlogisch gültigem Γ(~x) ⊆ LϑAd gibt es η ∈ T ϑ und n < ω, so dass

Hη[~a]
∣∣ωϑ+ω + n
ϑ+ n

Γϑ(~a) für alle ~a ∈ T ϑϑ

gilt.

Beweis durch Induktion nach einer schnittfreien Tait-Herleitung von Γ(~x). Ein

geeigneter Schnittrang, der unabhängig von den Termen ~a ist, kann in jedem

Fall mit Lemma 4.8 (vii) gewählt werden.

1. Ist φ,¬φ ⊆ Γ(~x) mit Primformel φ, so folgt die Behauptung aus der Zusam-

menarbeit von Lemma 4.11 (i) und Korollar 6.3.
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2. ∀y φ(~x, y) ∈ Γ(~x) mit y /∈ {~x} ist Hauptformel des letzten Schlusses, also

existieren η ∈ T ϑ und n < ω nach Induktionsvoraussetzung, so dass

(1) Hη[~a, b]
∣∣ωϑ+ω + n
ϑ+ n

Γϑ(~a), φϑ(~a, b) für alle ~a, b ∈ T ϑϑ

gilt.

2.1. Ist φ(~x, y) ≡ y ∈ xi → ψ(~x, y), so ist (∀y φ(~a, b))ϑ ≡ ∀y∈ai ψϑ(~a, y). Mit

Lemma 6.4 (iii) bekommen wir ein von ~a, b unabhängiges η1, mit dem wir

Hη1 [~a, b]
∣∣ωϑ+ω + n
0

¬(b ∈ ai → ψϑ(~a, b)), b
◦
∈ ai → ψϑ(~a, b)

mit Hilfe von Lemma 6.4 (ii) und 6.2 für alle ~a ∈ T ϑϑ , b ∈ T ϑ|ai| herleiten können.

Wir schneiden mit (1) und erhalten die Behauptung durch (
∧

).

2.2. Ist ∀y unbeschränkt, so ist (∀y φ(~a, b))ϑ ≡ ∀y∈Lϑ φ
ϑ(~a, y). Von (1) kann

mit (∀) die Behauptung erschlossen werden.

3.1. ∃y (y ∈ xi ∧ ψ(~x, y)) ∈ Γ(~x) mit y 6≡ xi ist Hauptformel, also existieren

nach Induktionsvoraussetzung η ∈ T ϑ und n < ω, so dass für alle ~a ∈ T ϑϑ

Hη[~a]
∣∣ωϑ+ω + n
ϑ+ n

Γϑ(~a), b ∈ ai ∧ ψϑ(~a, b) mit b :≡

aj falls y ≡ xj

∅ falls y /∈ {~x}

gilt. Aus Lemma 6.4 (i) folgt mit Korollar 6.3 (u.U. mit größerm n) für ein

(von ~a, b unabhängiges) η1 ∈ T ϑ

Hη1 [~a]
∣∣ωϑ+ω + n
0

¬(b ∈ ai ∧ ψϑ(~a, b)), ∃y∈ai ψϑ(~a, y).

Mit einem Schnitt folgt die Behauptung.

3.2. ∃y φ(~x, y) ∈ Γ(~x) mit unbeschränktem ∃y ist Hauptformel, also gibt es

nach Induktionsvoraussetzung ein η ∈ T ϑ und ein n < ω, so dass für alle

~a ∈ T ϑϑ

Hη[~a]
∣∣ωϑ+ω + n
ϑ+ n

Γϑ(~a), φϑ(~a, b) mit b :≡

aj falls y ≡ xj

∅ falls y /∈ {~x}
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gilt. Mit einem (∃)–Schluss folgt die Behauptung.

Als letztes bleibt noch die Herleitung der stärksten Axiome (Mahlo) und (Π3–

Ref) zu leisten. Da die infinitären Systeme sonst zu schwach wären, haben

wir diese Abschlusseigenschaften einfach als Regeln integriert. Das macht die

Einbettung trivial.

Lemma 6.6 Sei M ∈ H und F eine RS(M)–Formel mit stg(F ) ⊆ M und

FV (F ) ⊆ {x, y}. Für B(z) :≡ ∀x∈z ∃y∈z F (x, y) gilt

HNo(Max)
∣∣||Max||
0

Max,

wobei Max :≡ B(LM) → ∃z∈LM (Ad(z) ∧ B(z)) gesetzt ist.

Beweis. Es gilt No(B(LM), B(LM)) �1 η := No(Max) in H. Durch Lemma

4.11 (i) und 6.2 bekommen wir

Hη
∣∣ωβ · 2
0

B(LM),¬B(LM) mit β := rk(B(LM)).

Eine Anwendung von (mah) liefert

Hη
∣∣ωβ · 2⊕M
0

¬B(LM),∃z∈LM (Ad(z) ∧ B(z)).

Mit zwei (∨)–Schlüssen folgt (es gilt ωβ · 2⊕M + 2 �1 ||Max|| ∈ Hη)

Hη
∣∣ωβ · 2⊕M + 2
0

B(LM) → ∃z∈LM (Ad(z) ∧ B(z))

und die Behauptung gilt aus Monotoniegründen: ωβ ·2⊕M+2 < ||Max|| ∈ Hη.

Satz 6.7 (KPM-Interpretationssatz)

Für jeden L∈–Satz φ gibt es η ∈ T M und n < ω, so dass

KPM ` φ ⇒ Hη
∣∣ωM+ω + n
M + n

φM

gilt.
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Beweis. Es gibt endlich viele Instanzen Ax1, · · · , Axm von KPM–Axiomen, so

dass Ax1 → · · · → Axm → φ aussagenlogisch gültig ist. Diesen Satz können

wir also mit Lemma 6.5 in RS(M) einbetten. Die Einbettung der Axiome

erhalten wir aus den Lemmata 4.11 und 4.13 mit Lemma 6.2 und aus Lemma

6.6. Mit m–vielen Schnitten erlangen wir die Behauptung.

Lemma 6.8 Sei K ∈ H und A ∈ Π3(K). Es gilt

HNo(Pi3Ax)
∣∣||Pi3Ax||
0

Pi3Ax,

wobei Pi3Ax :≡ A → ∃z∈LK [trans(z) ∧ z 6= ∅ ∧ A(z,K)] gesetzt ist.

Beweis. Es gilt No(A,¬A) �1 η := No(Pi3Ax), daher bekommen wir

Hη
∣∣wα · 2
0

A,¬A mit α := rk(A).

Wegen lh(A) �1 no(A) �1 η (Lemma 4.8 (iv)) dürfen wir (refK) benutzen.

Hη
∣∣ωα · 2⊕K
0

¬A,∃z∈LK [trans(z) ∧ z 6= ∅ ∧ A(z,K)]

Nun wenden wir zwei (∨)–Schlüsse an, um

Hη
∣∣ωα · 2⊕K + 2
0

A → ∃z∈LK [trans(z) ∧ z 6= ∅ ∧ A(z,K)]

zu erhalten. Die Behauptung ergibt sich durch ωα · 2 ⊕ K + 2 �1 ωα⊕K �1

||Pi3Ax|| ∈ Hη.

Satz 6.9 (KP+(Π3–Ref)–Interpretationssatz)

Für jeden L∈–Satz φ gibt es η ∈ T K und n < ω, so dass

KP + ( Π3 –Ref) ` φ ⇒ Hη
∣∣ωK+ω + n
K + n

φK

gilt.

Beobachtung. In der Herleitung, die der Interpretationssatz 6.9 liefert,

kommt kein (refστ ) vor. Diese Tatsache ist wichtig für den Beweis des Haupt-

satzes 8.10.



Kapitel 7

Kollabierung und imprädikative

Schnittelimination

Die Schnitteliminationstechnik kann aus [Buchholz 1991b] bzw.

[Rathjen 1994b] übernommen werden. Welchen Transformationen der

Parameter η bei den Schnitteliminationssätzen unterzogen werden muss,

wurde schon im Abschnitt 5.2 erläutert. Zusätzlich zu den herkömmlichen

Beweisen fallen nur Rechnungen an, die bestätigen, dass diese transformierten

Schranken richtig gewählt sind.

7.1 Schnittelimination in RS(M)

Definition 7.1 (Die guten Hγ–Operatoren)

Hγ(X) :=
⋂
{C(α, β) : X ⊆ C(α, β) & γ < α}

Lemma 7.2 Für beliebige Θ gilt:

(i) Hγ ist ein guter Operator und es gilt M ∈ Hγ.

(ii) γ ≤ γ′ ⇒ Hγ[Θ] ⊆ Hγ′ [Θ]

(iii) γ, κ ∈ Hγ[Θ] & ψκγ ist in Normalform ⇒ ψκγ ∈ Hγ[Θ]

Schreibweise. Wir schreiben Hη
γ für (Hγ)

η.

79
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Lemma 7.3 (Beschränkung)

Es gelte C ∈ Σ≤1(β) & α ≤ β ≤ κ & ψκ(γ + 1) ≤ ν ∈ Hη
γ+1[Θ]

& stg(Θ) ⊆ Cκ(γ + 1).

Hη
γ[Θ]

∣∣α
ρ Γ, C ⇒ Hη

γ+1[Θ]
∣∣α
ρ Γ, C(ν,β)

Beweis durch Induktion nach α. Sei C '
∨

(Cι)ι∈TMβ (sonst ist C ≡ C(ν,β), also

nichts zu zeigen). Interessant ist nur der Fall, dass C Hauptformel des letzten

Schlusses ist. Wegen α ≤ β kann dies nicht (ref) oder (mah), also aufgrund

der Gestalt von C nur (
∨

) sein. Dann haben wir

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

ρ Γ, C, Cι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ T Mβ .

Wie nach Definition 5.3 bemerkt, können wir |ι0| ∈ stg(Cι0) annehmen. Dies

impliziert |ι0| ∈ Hη
γ[Θ] ∩ β ⊆ Cκ(γ + 1) ∩ κ = ψκ(γ + 1) ⊆ ν, also ist ι0 ∈ T Mν

und die Behauptung folgt mit (
∨

) aus der Induktionsvoraussetzung.Die Vor-

aussetung ν ∈ Hη
γ+1[Θ] braucht man für den Axiomfall, d.h. ein (

∧
)–Schluss

mit Hauptformel
∧

(Aι)ι∈∅.

Nimmt man in den (
∨

)–Schluss bei der Definition der Operator kontrollierten

Herleitungen die Bedingung |ι0| < α hinzu, so erhält man das Beschränkungs-

lemma in einer einfacheren Form (vergleiche Lemma A.20). Die in obiger Versi-

on kompiziert anmutenden Voraussetzungen sind aber bei der imprädikativen

Schnittelimination ohnehin erfüllt.

Definition 7.4

• CardM := {Ωσ : 0 < σ ≤M}

• Für µ ∈ CardM sei µ̄ :=

µ+ 1 falls µ ∈ REG

µ sonst

• A(Θ; γ, κ, µ) :⇔ µ ∈ CardM & γ, κ, µ ∈ Hγ[Θ]

& stg(Θ) ⊆
⋂
τ≥κ Cτ (γ + 1)

•
∣∣α
· Γ :⇔

∣∣α
α Γ



7.1. SCHNITTELIMINATION IN RS(M) 81

Lemma 7.5 Gelte A(Θ; γ, κ, µ) und α̂ = γ ⊕ ωµ⊕α. Dann hat man folgendes.

(A1) α, ξ ∈ Hγ[Θ] ⇒ α̂⊕ ξ ∈ Hγ[Θ] & ψκ(α̂⊕ ξ) ∈ Hα̂⊕ξ[Θ]

& ψκ(α̂⊕ ξ) ist in Normalform

(A2) α, ξ ∈ Hγ[Θ] & α̂⊕ ξ < γ ⊕ β ⇒ ψκ(α̂⊕ ξ) < ψκ(γ ⊕ β)

(A3) κ ≤ τ ⇒ Hγ[Θ] ∩ τ ⊆ ψτ (γ + 1)

Beweis. (A1). Aus γ, µ, α, ξ ∈ Hγ[Θ] folgt durch die Güte von Hγ[Θ], dass

α̂⊕ ξ ∈ Hγ[Θ] ist. Mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iv) folgt stg(Θ) ⊆ Cκ(γ +

1) ⊆ Cκ(α̂ ⊕ ξ), also α̂ ⊕ ξ, κ ∈ Hγ[Θ] ⊆ Cκ(α̂ ⊕ ξ), d.h. ψκ(α̂ ⊕ ξ) ist in

Normalform. Mit Lemma 7.2 (ii) und (iii) folgt ψκ(α̂⊕ ξ) ∈ Hα̂⊕ξ[Θ].

(A2). Aus (A1) erhalten wir α̂⊕ξ ∈ Hγ[Θ] ⊆ Cκ(γ+1). Die Inklusion gilt nach

Definition von Hγ, denn es ist stg(Θ) ⊆ Cκ(γ + 1). Ebenso gilt κ ∈ Cκ(γ + 1).

Mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iv) folgt κ, α̂⊕ξ ∈ Cκ(γ⊕β), also ψκ(α̂⊕ξ) <
ψκ(γ ⊕ β) mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iii).

(A3). Hγ[Θ] ∩ τ ⊆ Cτ (γ + 1) ∩ τ = ψτ (γ + 1)

Satz 7.6 (Imprädikative Schnittelimination)

Gelte A(Θ; γ, κ, µ) & Γ ⊆ Σ≤1(κ).

Hη
γ[Θ]

∣∣α
µ̄ Γ ⇒ Hη̂

α̂[Θ]
∣∣ψκα̂
· Γ mit

α̂ := γ ⊕ ωµ⊕α

η̂ := κ⊕ η ⊗ ω2(α̂) · 2

Beweis durch Hauptinduktion nach µ und Nebeninduktion nach α. Alle im

Beweis auftretenden ψ–Terme sind nach (A1) in Normalform. Für beliebiges

ι ∈ T M ∪ {0, 1} und dazu gegebenes αι setzen wir α̂ι := γ ⊕ ωµ⊕αι und

η̂ι := κ⊕ η ⊗ ω2(α̂ι) · 2. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt:

(a) {ψκα̂} ∪ stg(Γ) ⊆ Hη̂
α̂[Θ]

(b) A(Θ′; γ, κ, µ) & α0 ∈ Hη
γ[Θ

′] ∩ α für ein Θ′ ⊇ Θ

⇒ ψκα̂0 < ψκα̂ & Hη̂0

α̂0+1[Θ′] ⊆ Hη̂
α̂[Θ′]

Außer der Anwendung von (A1), (A2) und Lemma 7.2 (ii) braucht man zum

Beweis folgendes.
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(a): Wegen η�1 η̂ ist stg(Γ) ⊆ Hη
γ[Θ] ⊆ Hη̂

α̂[Θ] und zudem gilt ψκα̂�1 η̂, denn

ψκα̂ ist nach (A1) in Normalform.

(b): η̂0 = κ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2 �1 κ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ α0 �Θ′ κ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ η

�1κ⊕ η ⊗ ω2(α̂) · 2 = η̂ in Hγ

In (b) gilt natürlich erst recht Hη̂0

α̂0
[Θ′] ⊆ Hη̂

α̂[Θ′]. Weiterhin bemerken wir, dass

ψκ(γ + 1) < ψk(α̂) gilt.

1. A '
∧

(Aι)ι∈J ∈ Γ ist die Hauptformel des letzten Schlusses und es gilt

Hη
γ[Θ, ι]

∣∣αι
µ̄ Γ, Aι mit αι < α für alle ι ∈ J.

Wegen A ∈ Σ≤1(κ) existiert ein β ∈ stg(A) ∩ κ, so dass ∀ι∈J (|ι| ≤ β). Aus

stg(A) ⊆ Hγ[Θ] folgt mit (A3) für τ ≥ κ: β ∈ stg(A) ∩ τ ⊆ Hγ[Θ] ∩ τ ⊆
ψτ (γ+ 1) und somit ist ∀ι∈J

(
|ι| < ψτ (γ+ 1)

)
. Also gilt A(Θ, ι; γ, κ, µ) für alle

ι ∈ J und die Nebeninduktionsvoraussetzung liefert

Hη̂ι
α̂ι

[Θ, ι]
∣∣ψκα̂ι
· Γ, Aι für alle ι ∈ J.

(b) ergibt Hη̂ι
α̂ι

[Θ, ι] ⊆ Hη̂
α̂[Θ, ι], also kann der Operator wie folgt vergrößert

werden:

Hη̂
α̂[Θ, ι]

∣∣ψκα̂ι
· Γ, Aι für alle ι ∈ J

Desweiteren liefert (b) ψκα̂ι < ψκα̂ und wegen (a) folgt mit (
∧

) die Behaup-

tung.

2. A '
∨

(Aι)ι∈J ∈ Γ ist die Hauptformel des letzten Schlusses und es gilt

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ̄ Γ, Aι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ J.

Aus der Nebeninduktionsvoraussetzung folgt

Hη̂0

α̂0
[Θ]
∣∣ψκα̂0

· Γ, Aι0 .

(
∨

) liefert wegen (a), (b) die Behauptung.
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3. ∃z∈Lπ A
(z,π) ∈ Γ mit A ∈ Σ≤1(π) und π ≤ κ ist die Hauptformel des letzten

Schlusses und es gilt

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ̄ Γ, A mit α0, π < α.

Die Nebeninduktionsvoraussetzung liefert

Hη̂0

α̂0
[Θ]
∣∣ψκα̂0

· Γ, A.

Das weitere Vorgehen hängt von der Größe von ψκα̂0 ab.

3.1. ψκα̂0 ≥ π: Die Behauptung folgt wegen ψκα̂0, π < ψκα̂ ∈ Hη̂
α̂[Θ] mit (ref)

und (b).

3.2. ψκα̂0 < π: Aus dem Beschränkungslemma 7.3 folgt (Man sieht ψκ(α̂0+1) ∈
Hη̂0

α̂0+1[Θ] mit (A1) ein.)

Hη̂0

α̂0+1[Θ]
∣∣ψκα̂0

· Γ, A(ψκ(α̂0+1),π).

Mit einem (∃)–Schluss kommt man durch (a) und (b) zur Behauptung.

4. Der letzte Schluss ist (cut) mit Schnittformel C. Also ist rk(C) < µ̄ und es

gilt

(1) Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ̄ Γ, (¬)C mit α0 < α und lh(C) ∈ Hη
γ[Θ].

4.1. rk(C) < κ.

Wegen stg(C) ⊆ Hγ[Θ] folgt rk(C) ∈ Hγ[Θ] ∩ κ ⊆ ψκ(γ + 1) nach (A3), also

kann die Behauptung aus der Nebeninduktionsvoraussetzung mit (cut) unter

Verwendung von (a), (b) abgeleitet werden.

4.2. κ ≤ rk(C) /∈ REG.

Sei π := Ωσ+1, wobei σ so gewählt ist, dass Ωσ ≤ rk(C) < Ωσ+1 gilt (mit

Lemma 3.14). Aus diesem Lemma folgt auch Nπ ≤ Nrk(C) + 2. Dann ist
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κ ≤ rk(C) < π und π ∈ Hγ[Θ] nach Lemma 3.12 (iv), also gilt A(Θ; γ, π, µ).

Wegen C,¬C ∈ ∆0(π) liefert die Nebeninduktionsvoraussetzung

Hη1

α̂0
[Θ]
∣∣ψπα̂0

· Γ, (¬)C mit η1 := π ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2.

Es ist π ≤ µ und aus (1) bekommen wir stglh(C) ∈ Hη
γ[Θ], also rk(C) ∈

Hη⊗ω2

γ [Θ] mit Lemma 5.2 (iii). Aus diesen beiden Tatsachen folgt im Verein

mit Nπ ≤ Nrk(C) + 2 (siehe oben):

π �1 µ⊕ rk(C) �Θ µ⊕ η ⊗ ω2 �1 η ⊗ µ in Hγ

rk(C) ∈ Hγ[Θ] ∩ π impliziert rk(C) < ψπ(γ + 1), also kann man mit C ′ :≡ C

aus simplen Monotoniegründen bei (2) weitermachen.

4.3. κ ≤ rk(C) = π < µ̄ mit π ∈ REG.

Sei oEdA. C ≡ ∃x∈Lπ A(x) ∈ Σ1(π). Wegen κ ≤ π ∈ Hγ[Θ] gilt A(Θ; γ, π, µ)

und Γ, C ⊆ Σ≤1(π), also folgt aus der Nebeninduktionsvoraussetzung

(2) Hη1

α̂0
[Θ]
∣∣ψπα̂0

· Γ, C mit η1 = π ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2.

Aus (A1) für A(Θ; γ, π, µ) folgt (mit ξ := 1) ψπ(α̂0 + 1) ∈ Hη1

α̂0+1[Θ] ∩ π. Da

auch stg(Θ) ⊆ Cπ(γ + 1) ⊆ Cπ(α̂0 + 1) erfüllt ist, können wir nun mit dem

Beschränkungslemma 7.3 aufwarten.

(3) Hη1

α̂0+1[Θ]
∣∣ψπα̂0

· Γ, C(ψπ(α̂0+1),π)

Aus der Herleitung von Γ,¬C aus (1) ergibt sich mit Monotonie und Persistenz

5.5, die wegen ψπ(α̂0 + 1) ∈ Hη1

α̂0+1[Θ] ∩ π zum Einsatz kommen kann

Hη1

α̂0+1[Θ]
∣∣α0

µ̄ Γ,¬C(ψπ(α̂0+1),π).

Aus A(Θ; γ, π, µ) und γ < α̂0 + 1 ∈ Hγ[Θ] ⊆ Hα̂0+1[Θ] folgt A(Θ; α̂0 + 1, π, µ).

Da außerdem Γ,¬C(ψπ(α̂0+1),π) ⊆ Σ≤1(π) ist, erhalten wir mit der Nebeninduk-

tionsvoraussetzung

(4) Hη2

γ′ [Θ]
∣∣ψπγ′
· Γ,¬C(ψπ(α̂0+1),π) mit

γ′ := α̂0 ⊕ ωµ⊕α0 + 1

η2 := π ⊕ η1 ⊗ ω2(γ′) · 2.
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Es gilt ψπ(α̂0 + 1) < ψπγ
′ ∈ Hη2

γ′ [Θ] und η1 �
1 η2, also gewinnen wir aus (3)

Hη2

γ′ [Θ]
∣∣ψπγ′
· Γ, C(ψπ(α̂0+1),π).

Es ist π = rk(C) �Θ η ⊗ ω2 �1 η ⊗ µ, also können wir für C ′ :≡ C(ψπ(α̂0+1),π)

fortfahren mit ...

(2) rk(C ′) < ψπγ
′ & π ≤ µ & π�Θη⊗µ in Hγ′ & lh(C ′) = lh(C) ⇒

Hη2

γ′ [Θ]
∣∣ψπγ′
· Γ, (¬)C ′ mit

γ′ := α̂0 ⊕ ωµ⊕α0 + 1

η2 = π ⊕ η1 ⊗ ω2(γ′) · 2

Mit einem Schnitt erhalten wir wegen lh(C ′) = lh(C) ∈ Hη
γ[Θ] ⊆ Hη2

γ′ [Θ] (diese

Information gewinnen wir aus (1))

Hη2

γ′ [Θ]
∣∣ψπγ′ + 1
ψπγ

′ Γ.

Wir wählen ein σ, mit Ωσ ≤ ψπγ
′ < Ωσ+1 und Nσ ≤ Nψπγ

′ mit Lemma 3.14.

Dann folgt aus der in (2) gegebenen Herleitung im Verein mit Lemma 3.12

(iv) ν := Ωσ ∈ Hγ′ [Θ] und es gilt [ν̄, ψπγ
′[ ∩REG = ∅ und ψπγ

′ ∈ Hγ′ [Θ]. Wir

können nun die prädikative Schnittelimination 5.8 anwenden.

Hη3

γ′ [Θ]
∣∣β
ν̄ mit

β := ϕ(ψπγ
′)(ψπγ

′ + 2)

η3 := η2 ⊗ β · 2

Aus A(Θ; γ, κ, µ) und γ′, ν ∈ Hγ′ [Θ] folgt A(Θ; γ′, κ, ν), also können wir die

Hauptinduktionsvoraussetzung anwenden (ν < π ≤ µ).

Hη4

β′ [Θ]
∣∣ψκβ′
· Γ mit

β′ := γ′ ⊕ ων⊕β

η4 := κ⊕ η3 ⊗ ω2(β′) · 2

Um mit Monotonie zum gewünschten Ergebnis zu gelangen, zeigen wir

zunächst ψκβ
′ < ψκα̂. Aus γ′, ν, β ∈ Hγ′ [Θ] folgt β′ ∈ Hγ′ [Θ]. Wegen

stg(Θ) ⊆ Cκ(γ + 1) ⊆ Cκ(α̂) und γ′ < α̂ ist Hγ′ [Θ] ⊆ Cκ(α̂), also β′ ∈ Cκ(α̂).
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Mit β′ < α̂ folgt nun ψκβ
′ < ψκα̂ mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iii). Es

bleibt noch

(5) η4 � η̂ in Hα̂[Θ]

zu zeigen. Dann folgt die Behauptung mit dem Monotonielemma.

• η1 = π ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2 �Θ η ⊗ ω2(α̂0) · 3,

da π �Θ η ⊗ µ nach (2) gilt.

• η2 = η1 ⊗ ω2(γ′) · 2 �Θ η ⊗ ω2(α̂0)⊗ ω2(γ′) · 6
• η3 = η2 ⊗ β · 2 �Θ η ⊗ ω2(α̂0)⊗ ω2(γ′)⊗ β · 12

• η4 = κ⊕ η3⊗ω2(β′) · 2�Θ κ⊕ η⊗ω2(β′)⊗ω2(α̂0)⊗ω2(γ′)⊗ β · 24 =: η5

• η5 �
1 κ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ α̂0 ⊕ π =: η6 errechnet man wie folgt:

◦Nγ′ ≤ 2Nα̂0 + 1

◦Nβ = 2Nψπγ
′ + 3 ≤ 2Nπ + 4Nα̂0 + 7

◦Nβ′ ≤ Nγ′ +Nψπγ
′ +Nβ + 2 ≤ 3Nπ + 8Nα̂0 + 13

◦Nη5 ≤ Nκ+ 24 · 34 ·Nη · [Nβ′ + 2]4

≤ Nκ+ 8[3(Nη + 3Nπ + 8Nα̂0 + 15)]5

≤ Nκ+ 8[45(Nη +Nπ +Nα̂0 + 1)]5

≤ Nκ+ Φ(Nη +Nπ +Nα̂0 + 1) nach (Φ.2)

≤ Φ(Nκ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ α̂0 ⊕ π)

Die letzte Ungleichung folgt mit Lemma 3.30, da Nω2(α̂) ≥ 2 ist.

• η6 �
1
Θ κ⊕ η ⊗ ω2(α̂) · 2

Damit ist (5) bewiesen.

5. ∃z∈LM (Ad(z) ∧ B(z)) ∈ Γ ist Hauptformel eines (mah)–Schlusses, wobei

B(z) ≡ ∀x∈z ∃y∈z A(x, y) und stg(A) ⊆M ist. Wir haben als Prämisse

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ Γ, B(LM) mit α0,M < α.

Es gilt κ = M (denn es ist Γ ⊆ Σ≤1(κ) und κ ≤ M). Eine Anwendung der

Inversion 5.6 (i) liefert

Hη
γ[Θ, ι]

∣∣α0

µ Γ, ι
◦
∈ LM → ∃y∈LM A(ι, y) für alle ι ∈ T MM .
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Wir setzen γι := γ ⊕ |ι|. Es gilt stg(Θ) ⊆ CM(γ + 1) ⊆ CM(γι + 1) nach

Lemma 3.10 (iv). Lemma 3.10 (ii) besagt γι ∈ CM(γι), also ist SC(γι) ⊆
CM(γι). Damit erhält man |ι| < ψMγι aus SC(|ι|) ⊆ SC(γι) ⊆ CM(γι). So

ist stg(Θ, ι) ⊆ CM(γι + 1) erhellt. Aus γ ∈ Hγ[Θ] folgt γι ∈ Hγ[Θ, ι], also

insgesamt A(Θ, ι; γι,M, µ) und damit kann die Nebeninduktionsvoraussetzung

angewendet werden. Sie liefert für α∗ι := γι⊕ωµ⊕α0 und ηι := M⊕η⊗ω2(α∗ι ) ·2

Hηι
α∗ι

[Θ, ι]
∣∣ψMα∗ι
· Γ, ι

◦
∈ LM → ∃y∈LM A(ι, y).

Wegen α0,M < α gilt α∗ι = α̂0⊕|ι| < α̂0⊕M =: α∗. Also istHα∗ι [Θ] ⊆ Hα∗ [Θ].

Setze βι := ψMα
∗
ι und π := ψM(α∗ + 1). Es ist

• ηι �1 M ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ α0 ⊕ |ι|

�1
ι M ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ α0 ⊕M

�ΘM ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ η ⊕M

�1 η̂ in Hγ.

Also können wir den Operator auf Hη̂
α∗ [Θ, ι] erhöhen. Es gilt π ∈ Hα∗+1[Θ]

nach (A1) und aus (A2) mit ξ := M + 1 folgt π < ψM α̂. Für |ι| < π ist

|ι| ∈ CM(α∗+ 1). Damit folgt SC(α∗ι ) ⊆ SC(|ι|)∪SC(α∗) ⊆ CM(α∗+ 1). Somit

haben wir α∗ι ∈ CM(α∗ + 1), also βι < π für alle ι ∈ Tπ. Wir erhalten mit dem

Beschränkungslemma 7.3, das wegen π ∈ Hη̂
α∗+1[Θ] genutzt werden kann,

Hη̂
α∗+1[Θ, ι]

∣∣βι
· Γ, ι

◦
∈ LM → ∃y∈Lπ A(ι, y) für alle ι ∈ T Mπ .

Ein (
∧

)–Schluss führt uns wegen ι
◦
∈ LM ≡ ι

◦
∈ Lπ und βι < π ∈ Hη̂

α̂[Θ] zu

Hη̂
α̂[Θ]

∣∣π
· Γ, B(Lπ).

Lemma 4.8 (iv) liefert ||Ad(π)||�1No(Ad(π)) = ω2(π+2) und ω2(π+2) ∈ Hη̂
α̂[Θ]

folgt aus (6), am Schluss dieses Beweises. Damit gewinnen wir aus Lemma 4.11

und 6.2 die Herleitung

Hη̂
α̂[Θ]

∣∣ω2(π + 2)
0

Ad(Lπ).
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Nun können wir einen (∧)–Schluss durchführen und erhalten

Hη̂
α̂[Θ]

∣∣ω2(π + 2) + 1
· Γ,Ad(Lπ) ∧ B(Lπ).

Wegen Lπ ∈ TψM α̂ und ω2(π + 2) + 2 < επ+1 < ψM α̂ liefert eine Anwendung

der (∃)–Regel die Behauptung. Es bleibt allerdings noch

(6) ω2(π + 2) + 2 �Θ η̂ ∈ Hα̂

zu zeigen. Dies ist aber schnell getan:

• ω2(π + 2) + 2 = ω2(ψM(α̂0 ⊕M + 1) + 2) + 2

�1 α̂⊕ α0

�Θ α̂⊕ η

�1 η̂ in Hα̂

7.2 Schnittelimination in KP+(Π3–Ref)

Die Schnittelimination in RS(K) verläuft in zwei Punkten anders, als in

[Rathjen 1994b]. Dies ist natürlich durch die abweichende Formulierung des

(refξπ)–Schlusses bedingt. Im Beweis der Σ3(π)–Reflexion in [Rathjen 1994b],

Lemma 8.13 sind pränexe Umformungen im RS(K)–Kalkül vonnöten. Dort

reicht ein abstraktes Einbettungsargument über eine Grundmengenlehre, in

der die pränexen Umformungen durchgeführt werden können. Um diese Her-

leitungen mit verfeinerten Operatoren leisten zu können, müssten die Beweise

formal ausgeführt und langwierige Normabschätzungen vorgenommen werden.

Wir haben diese Klippe umschifft, indem wir die pränexen Umformungen

überflüssig gemacht haben. Der (refξπ)–Schluss ist so formuliert, dass er auf

endliche Konjunktionen von (invertierten) Σ3(π)–Sätzen angewendet werden

kann.

Konvention. In diesem Kapitel schreiben wir T für T K.

Definition 7.7 (Die guten Hγ–Operatoren)

Hγ(X) :=
⋂
{C(α, β) : X ⊆ C(α, β) & α > γ}
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Lemma 7.8 Für beliebige Θ gilt:

(i) Hγ[Θ] ist ein guter Operator und es gilt K ∈ Hγ[Θ].

(ii) γ ≤ γ′ ⇒ Hγ[Θ] ⊆ Hγ′ [Θ]

(iii) ξ, π, α ∈ Hγ[Θ] & ξ ≤ α ≤ γ ⇒ Ψξ
π(α) ∈ Hγ[Θ]

(iv) α ∈ Hγ[Θ] & α ≤ γ ⇒ Ξ(α) ∈ Hγ[Θ]

Schreibweise. Wir schreiben Hη
γ für (Hγ)

η.

Lemma 7.9 (Beschränkung)

Es gelte C ∈ Σ≤1(β) & α ≤ β ≤ π & Ψξ
π(γ + 1) ≤ ν ∈ Hη

γ+1[Θ]

& stg(Θ) ⊆ Cξ
π(γ + 1).

Hη
γ[Θ]

∣∣α
ρ Γ, C ⇒ Hη

γ+1[Θ]
∣∣α
ρ Γ, C(ν,β)

Beweis durch Induktion nach α. Sei C '
∨

(Cι)ι∈Tβ . Interessant ist nur der

Fall, dass C Hauptformel des letzten Schlusses ist. (Mit C erfüllt C(ν,β) alle

Anforderungen, die in einer Herleitung an eine Seitenformel gestellt werden

können, da lh(C(ν,β)) = lh(C) gilt.) Wegen α ≤ β kann der letzte Schluss nur

(
∨

) sein. Dann haben wir als Prämisse

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

ρ Γ, C, Cι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ Tβ.

Wegen C ∈ Σ≤1(β) gilt |ι0| ∈ Hη
γ[Θ]∩β ⊆ Cξ

π(γ+ 1)∩π = Ψξ
π(γ+ 1) ⊆ ν, also

ist ι0 ∈ Tν und die Behauptung folgt mit (
∨

) aus der Induktionsvoraussetzung.

Definition 7.10

• CardK := {Ωσ : 0 < σ < K}

• Für µ ∈ CardK sei µ̄ :=

µ+ 1 falls µ ∈ REG

µ sonst

• A(Θ; γ, π, ξ, µ) :⇔ γ, π, ξ, µ ∈ Hγ[Θ] & stat(ξ, π)

& stg(Θ) ⊆ C0
π(γ + 1) & π ≤ Ξ(γ + 1)

& π ∈
⋂
{C0

κ(β) : β > γ & κ > π}

& ξ ≤ γ & µ ∈ CardK & π ≤ µ
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• B(Θ; γ) :⇔ γ ∈ Hγ[Θ] & stg(Θ) ⊆ CK(γ + 1)

Lemma 7.11 Es gelte B(Θ; γ) und α ∈ Hη
γ[Θ]. Sei α̂ := γ ⊕ ω2(K ⊕ α),

α̂0 := γ ⊕ ω2(K ⊕ α0), η̂ := η ⊗ ωα̂ · 2 +m und η̂0 := η ⊗ ωα̂0 · 2 +m+ 1.

(B1) Hγ[Θ] ∩ K ⊆ Ξ(γ + 1) ⊆ Ξ(α̂)

(B2) Ξ(α̂⊕ π) ∈ Hη̂
α̂⊕π[Θ, π]

(B3) B(Θ′; γ) & α0 ∈ Hη
γ[Θ

′] ∩ α für ein Θ′ ⊇ Θ

⇒ α̂0 < α̂ & Ξ(α̂0 ⊕ π) < Ξ(α̂⊕ π)

& Hη̂0

α̂0⊕π[Θ′, π] ⊆ Hη̂
α̂⊕π[Θ′, π] & Mα̂ ⊆ Mα̂0

(B4) Sei ι ∈ Tπ mit π ∈ Mα̂ und gelte αι ∈ Hη
γ[Θ, ι] ∩ α.

Des Weiteren sei γι := γ ⊕ |ι| und α∗ι := γι ⊕ ω2(K ⊕ αι). Dann gilt

B(Θ, ι; γι) und Ξ(α∗ι ⊕ π) < Ξ(α̂⊕ π) und π ∈ Mα∗ι .

Beweis. (B1). Aus der Voraussetzung stg(Θ) ⊆ CK(γ + 1) und der Definition

von Hγ folgt Hγ[Θ] ∩ K ⊆ CK(γ + 1) ∩ K = Ξ(γ + 1) nach Lemma 3.21 (i).

Ξ(γ + 1) < Ξ(α̂) gilt nach Teil (iv) des Lemmas 3.21.

(B2). Aus γ, α ∈ Hγ[Θ] folgt α̂ ∈ Hγ[Θ] ⊆ Hα̂⊕π[Θ, π]. Trivialerweise gilt

π ∈ Hα̂⊕π[Θ, π], somit erhalten wir α̂ ⊕ π ∈ Hα̂⊕π[Θ, π] und mit Lemma 7.8

(iv) Ξ(α̂ ⊕ π) ∈ Hα̂⊕π[Θ, π]. Wegen Ξ(α̂ ⊕ π) �1
π η̂ ist damit die Behauptung

gezeigt.

(B3). Wegen α ∈ Hγ[Θ] und Θ ⊆ Θ′ gilt α ∈ H[Θ′]. α̂0 < α̂ erhält man direkt

aus α0 < α und η̂0 �Θ′ η̂ aus α0 ∈ Hη
γ[Θ

′] durch η̂0 �
1 η ⊗ ω2(α̂)⊕ α0 +m�Θ′

η ⊗ ω2(α̂)⊕ η + m�1 η̂ in Hγ. Damit ist Hη̂0

α̂0⊕π[Θ′, π] ⊆ Hη̂
α̂⊕π[Θ′, π] gezeigt.

Aus der Voraussetzung folgt γ, α0 ∈ Hγ[Θ
′] ⊆ CK(γ + 1) ⊆ CK(α̂ ⊕ π). Im

Verein mit π ∈ CK(π) ⊆ CK(α̂⊕π) bekommen wir α̂0⊕π ∈ CK(α̂⊕π)∩ α̂⊕π
und infolgedessen Ξ(α̂0⊕π) < Ξ(α̂⊕π). Es bleibt Mα̂ ⊆ Mα̂0 zu zeigen. Wegen

Ξ(γ + 1) < Ξ(α̂) (siehe (B1)) gilt CK(γ + 1) ⊆ CK(α̂), dh. für π ∈ Mα̂ gilt

α̂0 ∈ C(α̂, π) ∩ α̂. Mit Lemma 3.20 (ii) folgt π ∈ Mα̂0 , womit die Behauptung

bestätigt ist.
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(B4). Aus γ ∈ Hγ[Θ] und αι ∈ Hγ[Θ, ι] folgt γι, α
∗
ι ∈ Hγ[Θ, ι] ⊆ Hγι [Θ, ι].

Nach Lemma 3.21 (ii) gilt γι + 1 ∈ CK(γι + 1), also γ + 1, |ι| ∈ CK(γι + 1)

nach Lemma 3.20 (iv). Daraus folgt zum einen Ξ(γ + 1) ≤ Ξ(γι + 1), also

stg(Θ) ⊆ CK(γι + 1) und zum anderen |ι| < Ξ(γι + 1) mit Lemma 3.21 (i).

Insgesamt ist also B(Θ, ι; γι) bewiesen.

Aus α̂ ∈ CK(α̂) folgt γ + 1 ∈ CK(α̂) ∩ α̂, also Ξ(γ + 1) < Ξ(α̂) ≤ π, wobei die

letzte Abschätzung aus π ∈ Mα̂ resultiert. So bringt uns |ι| < π zu stg(Θ, ι) ⊆
C(α̂, π). Nach Definition von Hγ folgt α∗ι ∈ Hγ[Θ, ι] ⊆ C(α̂, π) und mit α∗ι < α̂

und π < Ξ(α̂⊕ π) erhalten wir α∗ι ⊕ π ∈ CK(α̂⊕ π) ∩ α̂⊕ π und haben damit

Ξ(α∗ι ⊕ π) < Ξ(α̂ ⊕ π) nachgewiesen. Aus π ∈ Mα̂ und α∗ι ∈ C(α̂, π) ∩ α̂ folgt

π ∈ Mα∗ι nach Lemma 3.20 (ii).

Lemma 7.12 Sei stgm(A) wie stg(A), aber als Multimenge definiert.

Gelte stg(A) < γ ∈ EPS und m > 0.

(i) no(A) � γ · lh(A)⊕
⊕

ξ∈stgm(A) ξ

(ii) stg(A) ∈ Hη[Θ] & lh(A) ∈ Hη·m+m[Θ] & γ < η

⇒ No(A) �Θ η ⊗ γ +m in H

Beweis. Wir schreiben in Ordinalzahltermen ⊕stgm(A) für ⊕
⊕

ξ∈stgm(A) ξ.

(i) rechnet man wie folgt nach.

• no(Adξ(b)) = ω3|b|+2 �1 γ ⊕ |b|
• no(a ∈ b) = ω3|a|+2 ⊕ ω3|b|+1 �1 γ ⊕ |a| ⊕ |b|
• no(A ∨ B) �Iv γ · lh(A) ⊕ stgm(A) ⊕ γ · lh(B) ⊕ stgm(B) + 2 =

γ · (lh(A) + lh(B))⊕ stgm(A ∨ B) + 2 �1 γ · lh(A ∨ B)⊕ stgm(A ∨ B)

• no(∃x∈aB(x)) �1 ω3|a|+1 ⊕ no(B(∅)) + 1 �1 γ ⊕ |a| ⊕ no(B(∅)) + 1 �Iv

γ⊕ |a| ⊕ γ · lh(B)⊕ stgm(B) + 1�1 γ · lh(∃x∈aB(x))⊕ stgm(∃x∈aB(x))

(ii) bekommt man wegen card(stgm(A)) = nt(A) ≤ 2 · lh(A) mit folgender

Rechnung aus (i):

• No(A) � ωγ·lh(A)⊕stgm(A)

�1 ωγ⊗ω ⊕ stgm(A)⊕ lh(A)

�Θ ωγ⊗ω ⊕ (η · 2 + 1) · lh(A)
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�1 ωγ⊗ω ⊕ η ⊗ ω + lh(A)

�Θ ωγ⊗ω ⊕ η ⊗ ω ⊕ η ·m+m

�1 η ⊗ γ +m

Dabei rechnet man die Normabschätzung der letzten Ungleichung mit

Lemma 3.31 nach, wobei man Nη ⊗ γ ≥ Nη ·Nγ wegen γ ∈ EPS (und

η > 1) beachtet.

◦N(ωγ⊗ω ⊕ η ⊗ ω ⊕ η ·m+m) ≤ 3Nγ · 2 + 1 + 3Nη · 2 +mNη +m

≤ Φ(Nγ) + Φ(Nη +m)

≤ Φ(Nη ⊗ γ +m)

Satz 7.13 Gelte B(Θ; γ) und sei Γ ⊆ Π≤3(K). Dann gilt für alle π∈Mα̂

Hη
γ[Θ]

∣∣α
K + 1

Γ ⇒ Hη̂
α̂⊕π[Θ, π]

∣∣Ξ(α̂⊕ π)
· Γ(π,K)

mit α̂ := γ ⊕ ω2(K ⊕ α) und η̂ := η ⊗ ωα̂ · 2 + card(Γ).

Beweis durch Induktion nach α. Für ι ∈ T ∪ {0, 1} sei α̂ι := γ ⊕ ω2(K ⊕ αι)
und η̂ι := η⊗ωα̂ι · 2 +m+ 1 zu gegebenem αι, wobei m := card(Γ) gesetzt ist.

Wir unterscheiden nach Art des letzten Schlusses.

• (
∧

) mit Hauptformel ∀x∈LK F (x) ∈ Γ wobei F (∅) ∈ Σ≤2(K) ist. Wir haben

die Prämisse

Hη
γ[Θ, t]

∣∣αt
K + 1

Γ, t
◦
∈ LK ∧ F (t) mit αt < α für alle t ∈ TK.

Sei fortan π ∈ Mα̂ und t ∈ Tπ sowie γt := γ ⊕ |t|. Nach (B4) gilt B(Θ, t; γt),

was uns erlaubt, die Induktionsvoraussetzung einzusetzen. Sie liefert für alle

π ∈ Mα∗t

(1) Hηt
α∗t⊕π

[Θ, t, π]
∣∣Ξ(α∗t ⊕ π)

· Γ(π,K), t
◦
∈ LK ∧ F (t)(π,K).

Wobei α∗t := γt⊕ ω2(K⊕αt) ηt := η⊗ ωα∗t · 2 +m+ 1 gesetzt ist. Mittels (B4)

erhalten wir π ∈ Mα∗t und Ξ(α∗t ⊕ π) < Ξ(α̂ ⊕ π) ∈ Hη̂
α̂⊕π[Θ, π]. Außerdem ist

ηt�
1 η⊗ω1(α̂)⊕αt⊕|t|+m�1

t η⊗ω1(α̂)⊕αt⊕K+m�Θ η̂ in Hγ. Somit gilt
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Hηt
α∗t⊕π

[Θ, t, π] ⊆ Hη̂
α̂⊕π[Θ, t, π] und dank dieser Monotonie können wir auf (1)

einen (
∧

)–Schluss mit Hauptformel ∀x∈Lπ F (x) anwenden (t
◦
∈ LK ≡ t

◦
∈ Lπ),

wodurch sich die Behauptung erschließt.

• (
∧

) mit Hauptformel A '
∧

(Aι)ι∈J ∈ Γ, wobei J 6= TK gilt.

Hη
γ[Θ, ι]

∣∣αι
K + 1

Γ, Aι mit αι < α für alle ι ∈ J

Es gilt β := sup |J| < K, da J 6= TK vorausgesetzt wurde. Dies zieht via (B1)

(1) |ι| ≤ β ∈ stg(A) ∩ K ⊆ Hγ[Θ] ∩ K ⊆ Ξ(γ + 1)

nach sich. Damit gilt B(Θ, ι; γ) für alle ι ∈ J und die Induktionsvoraussetzung

kann zum Einsatz kommen.

Hη̂ι
α̂ι

[Θ, π, ι]
∣∣Ξ(α̂ι ⊕ π)

· Γ(π,K), A(π,K)
ι für alle π ∈ Mα̂ι und ι ∈ J

Aus J 6= TK folgt A(π,K) '
∧

(A
(π,K)
ι )ι∈J. (B2) und (B3) (mit Θ′ :≡ Θ, ι und

α0 := αι) liefern die notwendige Information, um mit (
∧

) diesen Fall abzu-

schließen. Für den Fall J = ∅ nutzt man Hη
γ[Θ] ⊆ Hη̂

α̂⊕π[Θ, π] und die In-

formation aus der gegebenen Herleitung von Γ, um die Voraussetzungen des

Schlusses zu erfüllen.

• (
∨

) mit Hauptformel A '
∨

(Aι)ι∈J ∈ Γ. Es ist

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

K + 1
Γ, Aι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ J.

Eine Anwendung der Induktionsvoraussetzung führt zu

Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ π)

· Γ(π,K), A(π,K)
ι0

für alle π ∈ Mα̂0 .

Mit (B1) sehen wir |ι0| ∈ Hη
γ[Θ] ∩ K ⊆ Ξ(α̂) = min Mα̂ ≤ π ein. Für π ∈ Mα̂

folgt daher die Behauptung mit (
∨

) unter Beachtung von (B2) und (B3).

• (cut): Bei diesem Schnitteliminationssatz folgt die Beseitigung der Schnitte

direkt aus der Induktionsvoraussetzung, denn sie liefert (Wegen rk(C) ≤ K
sind die Schnittformeln C,¬C ∈ Σ≤1(K) ∪ Π≤1(K), also erst recht Π≤3(K).)

Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ π)

· Γ(π,K), (¬)C(π,K) für alle π∈Mα̂0 .
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Aus stg(C(π,K)) ⊆ Hγ[Θ, π] folgt rk(C(π,K)) ∈ Hγ[Θ, π] ∩ K ⊆ Ξ(α̂ ⊕ π). In

Anbetracht der entsprechenden Bedingung für den ursprünglichen Schnitt gilt

lh(C(π,K)) = lh(C) ∈ Hη
γ[Θ] ⊆ Hη̂

α̂⊕π[Θ, π]. Zieht man noch (B2) und (B3) hin-

zu, so steht einer Anwendung von (cut), die zum Ziel führt, nichts im Wege.

• Im Fall (refστ ) präsentiert sich uns eine Hauptformel ∃z∈Lτ [Adσ(z) ∧∧
j≤k ∃x∈z A

(z,τ)
j (x)] mit Aj ∈ Π≤2(τ) sowie

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

K + 1
Γ, A0(t0) ∧ · · · ∧ Ak(tk) mit

α0, τ < α

σ ∈ Hη
γ[Θ] & stat(σ, τ).

Wegen τ < K sind die Aj(tj) ∈ ∆0(K) und folglich darf induktiv

Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ π)

· Γ(π,K), A0(t0) ∧ · · · ∧ Ak(tk) für alle π ∈ Mα̂0

angenommen werden. (B2) und (B3) geben im Verein mit τ ∈ stg(Γ) ∩ K ⊆
Ξ(α̂⊕ π) die Erlaubnis, mit (refστ ) das Gewünschte zu erschließen.

• (refK) mit Hauptformel C ≡ ∃z∈LK [trans(z) ∧ z 6= ∅ ∧ A(z,K)] ∈ Γ mit

A ∈ Π3(K). Als Voraussetzungen haben wir ~lh(Γ) ⊆ Hη
γ[Θ] und

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

K + 1
Γ, A mit α0,K < α.

Aus der Induktionsvoraussetzung bekommen wir für alle τ ∈ Mα̂0

(2) Hη̂0

α̂0⊕τ [Θ, τ ]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ τ)

· Γ(τ,K), A(τ,K).

Sei π ∈ Mα̂ und τ ∈ Mα̂0 ∩ π gegeben. Es gilt

(3) Hη̂0

α̂0⊕τ [Θ, τ ]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ τ)
0

trans(Lτ ) ∧ Lτ 6= ∅.

Dies folgt aus Lemma 4.11 und 6.2 mit folgenden Abschätzungen:

• ||trans(Lτ ) ∧ Lτ 6= ∅|| = ω1(τ ⊕ ω ⊕ 4) < Ξ(α̂0 ⊕ τ) ∈ Hη̂0

α̂0⊕τ [Θ, τ ]

gilt nach Lemma 3.21 (vi).

• No(trans(Lτ ) ∧ Lτ 6= ∅) = ω1(ωτ+1 · 2 ⊕ ωτ · 2 ⊕ ω2 · 3 ⊕ ω · 3 ⊕ 6) �1

ω2(τ + 2) �1
τ K �1 η̂0
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Ein (∧) und ein (∃)–Schluss, sowie m–viele (∨)–Schlüsse auf (2) und (3) an-

gewendet ergeben

(4) Hη̂0

α̂0⊕τ [Θ, τ, π]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ τ) +m+ 3

·
∨

Γ(τ,K), C(π,K).

Dabei folgt Ξ(α̂0⊕ τ) +m+ 3 ∈ Hη̂0

α̂0⊕τ [Θ, τ ] aus Nachtrag (8). Wir betrachten

Terme s ∈ Tπ und τ ∈ Mα̂0 mit τ ≤ |s|. Aus dem Gleichheitslemma 4.12

bekommen wir die Herleitung

(5) Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, τ, s]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ |s|)
0

Lτ 6= s,
∧
¬Γ(τ,K),

∨
Γ(s,K)

indem wir folgende Monotonien nutzen.

• ||Lτ 6= s,
∧
¬Γ(τ,K),

∨
Γ(s,K)|| < Ξ(α̂0 ⊕ |s|)

gilt, denn es ist stg(Γ(∅,K)) ⊆ Hγ[Θ] ∩ K ⊆ Ξ(α̂0 ⊕ |s|)
und τ ≤ |s| < Ξ(α̂0 ⊕ |s|) ∈ EPS.

• No(Lτ 6= s,
∧
¬Γ(τ,K),

∨
Γ(s,K)) �Θ,τ,s η̂0 in Hγ ergibt sich aus:

◦No(Lτ 6= s) �s,τ K
◦No(

∨
Γ(s,K)) �Θ,s η ⊗K +m�1 η̂0 gilt nach Lemma 7.12 (ii),

denn aus ~lh(Γ) �Θ η in Hγ folgt lh(
∨

Γ) �Θ η ·m+m in Hγ.

◦No(
∧
¬Γ(τ,K)) �Θ,τ η ⊗K +m�1 η̂0 nach Lemma 7.12 (ii)

• Ξ(α̂0 ⊕ |s|) ∈ Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, s] folgt aus:

◦ Ξ(α̂0 ⊕ |s|) ∈ Hα̂0⊕π[Θ, s]

gilt wegen α̂0, |s| ∈ Hγ[Θ, s] und |s| < π nach Lemma 7.8 (iv).

◦ Ξ(α̂0 ⊕ |s|) �Θ,s η̂0 in Hα̂0⊕π wird in Nachtrag (8) gezeigt.

Auch für die nächsten Herleitungsschritte ist stets (8) zu beachten. Wegen

lh(
∨

Γ(τ,K)) ∈ Hη̂0
γ [Θ] und rk(

∨
Γ(τ,K)) < Ξ(α̂0 ⊕ |s|) (siehe oben) kann diese

Formel weggeschnitten werden. Um (4) und (5) auf eine gemeinsame Herlei-

tungslänge zu bringen, setzt man Lemma 3.21 (v) ein.

Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, τ, π, s]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ |s|) +m+ 4

· Lτ 6= s,
∨

Γ(s,K), C(π,K)

gilt für alle τ ∈ Mα̂0 mit τ ≤ |s|. Wir können also (¬Adα̂0) applizieren und
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erhalten so für alle s ∈ Tπ

Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π, s]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ |s|) +m+ 5

· ¬Adα̂0(s),
∨

Γ(s,K), C(π,K).

Nach zwei (∨)–Schlüssen und Anwendung der (∀)–Regel unter Beachtung von

(8) sind wir bei (aus Lemma 3.21 (v) folgt Ξ(α̂0 ⊕ |s|) + ω < Ξ(α̂0 ⊕ π))

(6) Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ π)

· ∀v∈Lπ [Adα̂0(v) →
∨

Γ(v,K)], C(π,K)

angelangt. Nun muss noch von der ersten Formel auf Γ(π,K) geschlossen werden.

Um dies zu tun, haben wir die (quasi) Σ3–Reflexionsregel in unseren Kalkül

aufgenommen. Es ist stg(Γ(∅,K)) ⊆ Hγ[Θ] ∩ K ⊆ Ξ(α̂) = min Mα̂ ≤ π, also ist∧
¬Γ(π,K) eine endliche Konjunktion von Σ≤3(π)–Sätzen. Sei k die Anzahl der

Π3(K)– und Π2(K)–Sätze in Γ und Γinv(x1, . . . , xk) diejenige Formelmenge, die

aus Γ durch invertieren dieser k Allquantoren zu den freien Variablen x1, . . . , xk

entsteht. Dabei wird ∀x∈LKA(x) zu A(xi) und nicht zu xi
◦
∈ LK → A(xi)

invertiert. Aus Lemma 4.11 (i) schließt man mit einigen (∧)?–Schlüssen auf

|? Γ
(π,K)
inv (~t ),

∧
¬Γ

(π,K)
inv (~t ). Um mittels Lemma 6.2 auf

Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π,~t ]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ π)
0

Γ
(π,K)
inv (~t ),

∧
¬Γ

(π,K)
inv (~t ) für alle ~t ∈ Tπ

zu kommen, macht man folgende Abschätzungen für ~t ∈ Tπ.

• ||Γ(π,K)
inv (~t ),

∧
¬Γ

(π,K)
inv (~t )|| < Ξ(α̂0 ⊕ π),

denn es ist π ∪ {π} ∪ stg(Γ(∅,K)) ⊆ Ξ(α̂0 ⊕ π) ∈ EPS.

• No(Γ
(π,K)
inv (~t ),

∧
¬Γ

(π,K)
inv (~t )) �

Θ,π,~t
η̂0 in Hγ errechnet man durch:

◦No(
∧
¬Γ

(π,K)
inv (~t )) �

Θ,π,~t
No(

∧
¬Γ(π,K)) gilt nach Lemma 6.1 (i).

◦No(
∧
¬Γ(π,K)) �Θ,π (η ⊕K)⊗ (K + 4) �1 η ⊗ ω2(K + 1) +m in Hγ

folgt aus Lemma 7.12 wegen π �π K und stg(Γ) �Θ η in Hγ und

lh(
∧

Γ) �Θ η ·m+m (s.o.).

Wie oben gezeigt, gilt stg(Γ(∅,K)) ⊆ π, also ist
∧
¬Γ

(π,K)
inv (~t ) eine endliche Kon-

junktion von Π≤2(π)–Sätzen. Es gilt α̂0 ∈ Hγ[Θ] ⊆ CK(γ+ 1) ⊆ C(α̂, π) (denn

Ξ(γ + 1) ≤ Ξ(α̂) ≤ π, wie oben gezeigt), und somit können wir stat(α̂0, π)
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aus der Voraussetzung π ∈ Mα̂ gewinnen, wenn wir die Definition von Mα̂

betrachten. Außerdem gilt α̂0 ∈ Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π] und π < Ξ(α̂0 ⊕ π), weshalb wir

(refα̂0
π ) nutzen können. Daher ergibt sich für alle ~t ∈ Tπ

Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π,~t ]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ π) + 1
0

Γ
(π,K)
inv (~t ),∃v∈Lπ [Adα̂0(v) ∧

∧
¬Γ(v,K)].

Durch k Anwendungen der (∀)–Regel erlangen wir (es ist k ≤ m)

(7) Hη̂0

α̂0⊕π[Θ, π]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ π) + 2m+ 1
0

Γ(π,K),∃v∈Lπ [Adα̂0(v) ∧
∧
¬Γ(v,K)].

Wir sind am Ziel angelangt, sobald wir (6) und (7) in geeigneter Weise ge-

schnitten haben. Es ist rk(∃v∈Lπ [Adα̂0(v) ∧
∧
¬Γ(v,K)]) = π < Ξ(α̂0 ⊕ π).

Oben haben wir lh(
∧

Γ) �Θ η · m + m in Hγ beobachtet. Daraus leitet sich

lh(∃v∈Lπ [Adα̂0(v) ∧
∧
¬Γ(v,K)]) �Θ η̂ in Hγ ab und der Schnitt kann durch-

geführt werden. Damit ist die Behauptung auch in diesem Fall bewiesen, sobald

der Nachtrag geleistet ist.

(8) Für β < K gilt: Ξ(α̂0 ⊕ β) + 2m+ 8 �Θ,β η̂0 in Hα̂0⊕β

• Ξ(α̂0 ⊕ β) + 2m+ 8 �1
β η ⊗ ωα̂0 +m+ 1 in Hα̂0⊕β folgt aus:

◦ Ξ(α̂0 ⊕ β) + 2m+ 8 < K < η ⊗ ωα̂0

◦N(Ξ(α̂0 ⊕ β) + 2m+ 8) = Nα̂0 +Nβ + 2m+ 9

≤ Φ(Nη +Nα̂0 +m− 1 +Nβ) ≤ Φ(N(η ⊗ ωα̂0 +m) +Nβ)

• η ⊗ ωα̂0 +m+ 1 �1 η̂0

Beobachtung. Beim Übergang von Hη
γ[Θ]|αK+1 Γ zu Hη̂

α̂⊕π[Θ, π]|Ξ(α̂⊕π)
· Γ(π,K)

durch obigen Satz gilt σ ≤ α̂ und lh(A) ∈ H bei jedem hinzugekommenen

(refστ )–Schluss mit Konklusion H ` ∆, A, wobei A die Hauptformel ist.

Lemma 7.14 Gelte A(Θ; γ, π, ξ, µ) und α ∈ Hγ[Θ].

Sei α̂ := γ ⊕ ω2(µ⊕ α), α̂0 := γ ⊕ ω2(µ⊕ α0), η̂ := π ⊕ ξ ⊕ η ⊗ ω2(α̂) · 2 +m

und η̂0 := π ⊕ ξ ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2 +m+ 1 gesetzt.

(A1) Ψξ
π(α̂) ∈ Hη̂

α̂[Θ] ∩Mξ ∩ π und Ψξ
π(α̂) ist in Normalform.
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(A2) Hγ[Θ] ⊆ C0
π(γ + 1) ⊆ C0

π(α̂) & Hγ[Θ] ∩ π ⊆ Ψ0
π(γ + 1) ⊆ Ψ0

π(α̂)

(A3) A(Θ′; γ, π, ξ, µ) & α0 ∈ Hη
γ[Θ

′] ∩ α für ein Θ′ ⊇ Θ

⇒ α̂0 < α̂ & Ψξ
π(α̂0) < Ψξ

π(α̂) & Hη̂0

α̂0
[Θ′] ⊆ Hη̂

α̂[Θ′]

(A4) Aus σ ∈ Hγ[Θ], σ ≤ γ, stat(σ, π) und t ∈ Tπ folgt für γt := γ ⊕ |t|:
A(Θ, t; γt, π, σ, µ)

(A5) Aus α0, τ ∈ Hγ[Θ] und π ≤ τ ≤ µ folgt A(Θ; γ, τ, 0, µ) und

A(Θ; α̂0, τ, 0, µ).

Beweis. (A1). Offensichtlich gilt α̂ ∈ Hγ[Θ] und mit Lemma 7.8 (iii) folgt

Ψξ
π(α̂) ∈ Hα̂[Θ]. Aus Θ ⊆ C0

π(γ + 1) folgt Hγ[Θ] ⊆ C(γ + 1,Ψ0
π(γ + 1)) ⊆

C(α̂, π), also α̂, ξ, π ∈ C(α̂, π). Da außerdem nach Voraussetzung ξ ≤ γ <

α̂ und stat(ξ, π) gilt, ist Ψξ
π(α̂) in Normalform und Lemma 3.22 (ii) liefert

Ψξ
π(α̂) ∈ Mξ ∩ π. Da α̂, ξ, π Teilterme von η̂ sind und Ψξ

π(α̂) < π < η̂ gilt, ist

Ψξ
π(α̂) �1 η̂ klar.

(A2). C0
π(γ + 1) ⊆ C0

π(α̂) gilt nach Lemma 3.22 (v), da Ψ0
π(α̂) nach (A1) und

Ψ0
π(γ+1) mit derselben Argumentation in Normalform ist. Aus Θ ⊆ C0

π(γ+1)

folgt Hγ[Θ] ⊆ C0
π(γ + 1) nach Definition von Hγ. Mit Lemma 3.22 bekommt

man daraus Hγ[Θ] ∩ π ⊆ C0
π(γ + 1) ∩ π ⊆ C0

π(α̂) ∩ π = Ψ0
π(α̂).

(A3). Aus (A1) Ψξ
π(α̂) < π folgt α̂, π ∈ Cξ

π(α̂) nach Definition von Ψ. Lemma

3.20 (iv) ergibt γ ∈ Cξ
π(α̂) und als Folge ist Ψ0

π(γ + 1) ∈ Cξ
π(α̂). Wie in (A1)

folgt, dass Ψ0
π(γ + 1) in Normalform ist, also Ψ0

π(γ + 1) < π nach Lemma

3.22 (ii). Insgesamt ist Ψ0
π(γ + 1) ∈ Cξ

π(α̂) ∩ π = Ψξ
π(α̂) bewiesen. Daraufhin

gewinnen wir Hγ[Θ
′] ⊆ Cξ

π(α̂) aus (A2), also α̂0 ∈ Cξ
π(α̂). Wie in (A1) für α

zeigt man Ψξ
π(α̂0) < π (bzw. man wendet (A1) für α := α0 und Θ :≡ Θ′ an).

Mit obigem folgt Ψξ
π(α̂0) ∈ Cξ

π(α̂) ∩ π = Ψξ
π(α̂).

Aus α0 �Θ′ η in Hγ folgt η̂0 �
1 π ⊕ ξ ⊕ η ⊗ ω2(α̂) ⊕ α0 + m �Θ′ π ⊕ ξ ⊕ η ⊗

ω2(α̂)⊕ η +m�1 η̂ in Hγ, womit Hη̂0

α̂0
[Θ′] ⊆ Hη̂

α̂[Θ′] nachgewiesen ist.

(A4). γt ∈ Hγt [Θ, t] ist offensichtlich. Es bleibt nur stg(Θ, t) ⊆ C0
π(γt + 1)

zu zeigen. Nach (A2) gilt π, γ ∈ C(γt + 1, π), also wegen |t| < π auch π, γt ∈
C(γt+ 1, π). Dies impliziert, dass Ψ0

π(γt+ 1) in Normalform ist, also sogar γt ∈
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C0
π(γt+1) gilt, was γ ∈ C0

π(γt+1) und schließlich Ψ0
π(γ+1) ≤ Ψ0

π(γt+1) nach

sich zieht. Damit ist stg(Θ) ⊆ C0
π(γt + 1) gesichert. Aus dem eben gezeigten

γt ∈ C0
π(γt + 1) folgt |t| ∈ C0

π(γt + 1) ∩ π = Ψ0
π(γt + 1), womit insgesamt

stg(Θ, t) ⊆ C0
π(γt + 1) bewiesen ist.

(A5). Durch die Voraussetzung π ≤ Ξ(γ + 1) gilt τ ∈ Hγ[Θ] ⊆ C0
π(γ + 1) ⊆

CK(γ + 1). Also ist wegen τ < K auch τ < Ξ(γ + 1) und umsomehr τ < Ξ(α̂0)

erfüllt. Die weiteren Bedingungen prüfen wir getrennt.

A(Θ; γ, τ, 0, µ) : Im Fall π < τ folgt π ∈ C0
τ (γ + 1) ∩ τ = Ψ0

τ (γ + 1) aus

der Voraussetzung π ∈
⋂
{C0

τ (δ) : δ > γ & τ > π}, so dass in jedem Fall

Ψ0
π(γ+1) ≤ Ψ0

τ (γ+1) erfüllt ist. Damit ist der Nachweis von stg(Θ) ⊆ C0
τ (γ+1)

erbracht. Sei nun δ > γ und κ > τ gegeben. Dann ist π ∈ C0
κ(δ) ∩ κ = Ψ0

κ(δ).

Aus τ ∈ Hγ[Θ] folgt τ ∈ C(γ + 1, π) mittels (A2), was mit π < Ψ0
κ(δ) zu

τ ∈ C0
κ(δ) übergeht. Insgesamt folgt τ ∈

⋂
{C0

κ(δ) : δ > γ & κ > τ}.
A(Θ; α̂0, τ, 0, µ) : Wir zeigen C0

π(γ + 1) ⊆ C0
τ (α̂0 + 1). Der Rest wird wie im

ersten Teil bewiesen. Im Fall π < τ erhält man Ψ0
π(γ+1) ⊆ π ∈ C0

τ (α̂0+1)∩τ =

Ψ0
τ (α̂0 + 1) aus π ∈

⋂
{C0

τ (δ) : δ > γ & τ > π}. Im Fall τ = π folgt

Ψ0
π(γ + 1) < Ψ0

π(α̂0 + 1) aus Lemma 3.22 (v), da Ψ0
π(γ + 1) und Ψ0

π(α̂0), wie

schon gezeigt, in Normalform sind.

Satz 7.15 Gelte A(Θ; γ, π, ξ, µ) und Γ ⊆ Σ≤1(π). In allen folgenden Herlei-

tungen kommt (refστ ) mit Konklusion H ` ∆, A nur mit σ ≤ γ und lh(A) ∈ H
vor, wobei A die Hauptformel ist. Dann gilt

Hη
γ[Θ]

∣∣α
µ̄ Γ ⇒ Hη̂

α̂[Θ]
∣∣Ψξ

π(α̂)
· Γ

mit α̂ := γ ⊕ ω2(µ⊕ α) und η̂ := π ⊕ ξ ⊕ η ⊗ ω2(α̂) · 2 + card(Γ).

Beweis durch Hauptinduktion nach µ mit Nebeninduktion nach α. Zu ι ∈
T ∪ {0, 1} und gegebenem αι sei α̂ι := γ ⊕ ω2(µ ⊕ αι) und η̂ι := π ⊕ ξ ⊕ η ⊗
ω2(α̂ι) · 2 + m + 1 mit m := card(Γ). Wir unterscheiden nach Art des letzten

Schlusses in der gegebenen Herleitung.

• (
∧

) mit Hauptformel A '
∧

(Aι)ι∈J ∈ Γ. Es gilt

Hη
γ[Θ, ι]

∣∣αι
µ̄ Γ, Aι mit αι < α für alle ι ∈ J.
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Nach Voraussetzung ist A ∈ ∆0(π), daher ist stg(A) ⊆ Hγ[Θ]∩ π ⊆ Ψ0
π(γ+ 1)

nach (A2), also gilt

∀ι∈J (|ι| < Ψ0
π(γ + 1)).

Dies zieht A(Θ, ι; γ, π, ξ, µ) für alle ι ∈ J nach sich. Nun kommt die Nebenin-

duktionsvoraussetzung zum Zuge.

Hη̂ι
α̂ι

[Θ, ι]
∣∣Ψξ

π(α̂ι)
· Γ, Aι

Laut (A1) und (A3) kann die Behauptung mit (
∧

) erschlossen werden.

• (
∨

) mit Hauptformel A '
∨

(Aι)ι∈J ∈ Γ. Es gilt

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ̄ Γ, Aι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ J.

Die Nebeninduktionsvoraussetzung liefert

Hη̂0

α̂0
[Θ]
∣∣Ψξ

π(α̂0)
· Γ, Aι0 .

Mit einem (
∨

)–Schluss folgt die Behauptung unter Berücksichtigung von

(A1) und (A3).

• (refK) kann wegen Γ ⊆ Σ≤1(π) nicht vorliegen.

• (refσκ) mit κ < π. (κ > π kann wegen Γ ⊆ Σ≤1(π) nicht der Fall sein,

κ = π wird im nächsten Fall behandelt.) Die Behauptung folgt ähnlich wie

im vorigen Fall. Zusätzlich beobachtet man, dass κ ∈ Hη
γ[Θ] ∩ π ⊆ Ψ0

π(α̂) aus

(A2) folgt.

• (refσπ) mit Hauptformel ∃z∈Lπ [Adσ(z) ∧
∧
j≤k ∃x∈z Aj(x)] ∈ Γ, wobei

Aj(∅) ∈ Π≤2(π) für alle j ≤ k ist. Laut der über (refσπ) gemachten Vorausset-

zung gilt σ ≤ γ und k �Θ η in Hγ. Des Weiteren gilt stat(σ, π), σ ∈ Hη
γ[Θ],
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sowie α0, π < α und wir haben eine Herleitung

(1) Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ̄ Γ,
∧
j≤k

Aj(tj) mit tj ∈ Tπ.

Sei P ⊆ [0, k] die Menge der Indices j der Π2(π)– und Π1(π)–Sätze unter

A0(t0), · · · , Ak(tk). Diese Sätze haben die Gestalt Aj(tj) '
∧

(A′j(tj, s))s∈Tπ .

Da die angestrebte Herleitungsschranke Ψξ
π(α̂) unterhalb von π liegt, muss

der vorliegende (refσπ)-Schluss eliminiert werden. Um die Induktionsvoraus-

setzung anwenden zu können, müssen einige Inversionen vorgenommen werden,

zunächst die (∧)–Inversion 5.12 (iii).

Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ̄ Γ, Aj(tj) für alle j ≤ k

Nun rücken wir den Allquantoren mit der (
∧

)–Inversion 5.12 (i) zu Leibe.

Durch η · 2 + 4 �1 η · 3 erreichen wir für j ∈ P

Hη·3
γ [Θ, s]

∣∣α0

µ̄ Γ, A′j(tj, s) für alle s ∈ Tπ.

Zur einheitlichen Schreibweise sei A′j(tj, x) :≡ Aj(tj) für j ∈ [0, k]\P gesetzt.

Dann gilt Obiges und A′j(tj, s) ∈ Σ≤1(π) für alle j ≤ k. Sei ein s ∈ Tπ fest-

gehalten. Für γs := γ ⊕ |s| gilt A(Θ, s; γs, π, σ, µ) nach (A4) (σ ≤ γ gilt nach

Voraussetzung), also bekommen wir via Nebeninduktionsvoraussetzung für alle

j ≤ k

Hηs
αs [Θ, s]

∣∣βs
· Γ, A′j(tj, s) mit

αs := γs ⊕ ω2(µ⊕ α0)

βs := Ψσ
π(αs)

ηs := π ⊕ σ ⊕ η ⊗ ω2(αs) · 6 +m+ 1.

Es ist αs < α̂0 ⊕ π < α̂ und wegen s�1
s π gilt:

• ηs �1
s π ⊕ σ ⊕ η ⊗ ω2(α̂0 ⊕ π) · 6 +m+ 1

�Θπ ⊕ η ⊗ (ω2(α̂0 ⊕ π) · 6 + 1) +m+ 1

�Θπ ⊕ η ⊗ ω2(α̂)⊕ α0 +m+ 1

�Θ η̂
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Damit istHηs
αs [Θ, s] ⊆ H

η̂
α̂0⊕π[Θ, s]. Nun können wir die Reflexion des ursprüng-

lichen Schlusses mit dem Beschränkungslemma 7.9 erreichen. Als Reflexions-

punkt wird ν := Ψσ
π(α̂0 ⊕ π + 1) dienen. Wir betrachten nur noch s ∈ Tν und

zeigen

(2) βs < ν < π.

Ψσ
π(α̂0) ist in Normalform, also nach (zweimaliger Anwendung von) Lemma

3.22 (iv) auch ν = Ψσ
π(α̂0 ⊕ π + 1). Damit ist ν < π gesichert und es gilt

π, α̂0 ∈ Cσ
π(α̂0 ⊕ π + 1). Im Verein mit |s| < ν ⊆ Cσ

π(α̂0 ⊕ π + 1) folgt αs ∈
Cσ
π(α̂0 ⊕ π + 1) und mit Lemma 3.22 (iii) erreichen wir βs = Ψσ

π(αs) < ν.

Wegen (2) und ν ∈ Hη̂
α̂0⊕π+1[Θ, s] können wir das Beschränkungslemma 7.9

einsetzen.

Hη̂
α̂0⊕π+1[Θ, s]

∣∣βs
· Γ, A′j

(ν,π)(tj, s) für alle j ≤ k

Wir vergrößern den Operator auf Hη̂
α̂[Θ, s] und wenden auf alle Herleitungen

mit j ∈ P die (∀)–Regel an ((2) und ν ∈ Hη̂
α̂[Θ] beachten).

Hη̂
α̂[Θ]

∣∣ν
µ̄ Γ, A

(ν,π)
j (tj) für alle j ≤ k

Für die bevorstehende Existenzquantifizierung ist die Schichtbeschränkung

zu prüfen. Die in (1) enthaltene Information auswertend erhalten wir |tj| ∈
Hη
γ[Θ] ∩ π ⊆ Ψ0

π(γ + 1) ⊆ ν. Daher kommen wir mit der (∃)–Regel zu (siehe

auch (4), unten)

Hη̂
α̂[Θ]

∣∣ν + 2
· Γ,∃y∈Lν A

(ν,π)
j (y) für alle j ≤ k.

Durch k Anwendungen von (∧) erhalten wir

(3) Hη̂
α̂[Θ]

∣∣ν + k + 2
· Γ,

∧
j≤k

∃y∈Lν A
(ν,π)
j (y) für alle j ≤ k.

Um die letzten k + 2 Herleitungsschritte zu legitimieren, muss noch

(4) ν + k + 2 ∈ Hη̂
α̂[Θ]

gezeigt werden. Dies folgt aus k < lh(
∧
j≤k Aj(tj)) �Θ η ganz leicht:
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• ν + k + 2 �1 α̂⊕ α0 ⊕ π ⊕ σ + k �Θ α̂⊕ η · 4 �1 η ⊗ ωα̂ · 5 �1 η̂

Um auf die Hauptformel des zu eliminierenden (refσπ)–Schlusses zu kommen,

müssen wir noch herleiten, dass die Reflexionsmenge Lν den gewünschten

Zulässigkeitsgrad σ besitzt. Wie unter (2) gezeigt, ist ν = Ψσ
π(α̂0 ⊕ π + 1)

in Normalform, also gilt nach Lemma 3.22 (ii) ν ∈ Mσ. Von |? Lν = Lν kann

man daher mit (
∨

)

(5) Hη̂
α̂[Θ]

∣∣ω2(ν + 2)
0

Adσ(Lν)

herleiten. Wir verbinden die Herleitungen (3) und (5) mit (∧) und gelangen

wegen ν < π (siehe (2)) mit der (∃)–Regel zu

Hη̂
α̂[Θ]

∣∣ω2(ν + 2) + 3
· Γ,∃z∈Lπ [Adσ(z) ∧

∧
j≤k

∃y∈z A(z,π)
j (y)].

Mittels Lemma 3.22 (iii) erhalten wir ν < Ψξ
π(α̂) aus

• α̂0 ⊕ π + 1 < α̂ gilt wegen π ≤ µ.

• α̂0, σ, π ∈ Cξ
π(α̂) ist erfüllt, denn

◦Ψξ
π(α̂) in NF ⇒ α̂, π ∈ Cξ

π(α̂) ⇒ γ, µ, π ∈ Cξ
π(α̂) und

◦ α0, σ ∈ Hγ[Θ] ⊆ Cξ
π(α̂).

Damit ist auch ω2(ν + 2) + 3 < Ψξ
π(α̂) ∈ Hη̂

α̂[Θ] gezeigt und dieser Fall abge-

schlossen.

• Im Fall (cut) haben wir für eine Schnittformel C mit Rang < µ̄ die Prämisse

(6) Hη
γ[Θ]

∣∣α0

µ̄ Γ, (¬)C für ein α0 < α wobei lh(C) ∈ Hη
γ[Θ] ist.

◦ 1. Fall: µ̄ = K+1. Für κ := Ξ(α̂0) folgt aus Satz 7.13 (stg(Θ) ⊆ C0
π(γ+1) ⊆

CK(γ + 1) gilt durch die Voraussetzung π ≤ Ξ(γ + 1) aus A(Θ; γ, . . .))

Hη0

α̂0⊕κ[Θ, κ]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ κ)

· Γ, (¬)C(κ,K) mit η0 := η ⊗ ω1(α̂0) · 2 +m+ 1,

denn wegen Γ ⊆ Σ≤1(π) und π < K (nach Konvention ist π ∈ REG<K) gilt

Γ(κ,K) ≡ Γ. Aus Nκ = Nα̂0 + 1 ≤ Nη⊗ ω1(α̂0) + 1 folgt Hη0

α̂0⊕κ[Θ, κ] ⊆ Hη1

γ′ [Θ]

für γ′ := α̂0 ⊕ ω2(K ⊕ α0) und η1 := η ⊗ ω1(α̂0) · 3 +m+ 2. Bevor ein Schnitt

ausgeführt werden kann, muss rk(C(κ,K)) < Ξ(α̂0 ⊕ κ) gezeigt werden.
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• rk(C(κ,K)) ∈ CK(α̂0 ⊕ κ) ∩ K = Ξ(α̂0 ⊕ κ) folgt aus

◦ stg(C) ⊆ Hη
γ[Θ] ⊆ C(γ + 1, π) ⊆ CK(γ + 1) ⊆ CK(α̂0 ⊕ κ) und

◦ κ ∈ CK(α̂0 ⊕ κ).

Wir können daher unser Vorhaben durchführen.

(7) Hη1

γ′ [Θ]
∣∣Ξ(α̂0 ⊕ κ) + 1

· Γ

Die Voraussetzung A(Θ; γ, π, ξ, µ) beinhaltet π ≤ Ξ(γ+ 1), womit durch Lem-

ma 3.21 (iv) π ≤ Ξ(α̂0⊕K) offenbar wird. Aus (7) wissen wir, dass Ξ(α̂0⊕π) ∈
Hγ′ [Θ] der Fall ist. Insgesamt ist so der Nachweis von A(Θ; γ′, π, ξ,Ξ(α̂0⊕ κ))

erbracht. Da Ξ(α̂0 ⊕ κ) < K = µ ist, können wir die Hauptinduktionsvoraus-

setzung einsetzen (Bemerkung nach Satz 7.13 beachten).

Hη2

β [Θ]
∣∣Ψξ

π(β)
· Γ mit

β := γ′ ⊕ ω2(Ξ(α̂0 ⊕ κ) · 2 + 1)

η2 := ξ ⊕ π ⊕ η1 ⊗ ω2(β) · 2 +m

Wie oben folgt α̂0 ∈ Cξ
π(α̂). Dann ist wegen α̂0 < α̂ auch κ, γ′ ∈ Cξ

π(α̂) und

wegen α̂0⊕κ < α̂ auch Ξ(α̂0⊕κ) ∈ Cξ
π(α̂). Insgesamt ergibt sich β ∈ Cξ

π(α̂)∩α̂,

was Ψξ
π(β) < Ψξ

π(α̂) nach sich zieht. Es bleibt η2 �Θ η̂ in Hα̂ zu zeigen. Es gilt

• η1 �
1 η ⊗ ω1(α̂0) · 3m nach Lemma 3.33 (vii).

• η′2 := η1 ⊗ ω2(β) · 2 +m� η ⊗ ω1(α̂0)⊗ ω2(β) · 6m2 =: η′3

• η′3 �1 η ⊗ ω1(α̂)⊕ α̂0 +m�1 η ⊗ ω1(α̂) · 2 + m =: η′4 errechnet man wie

folgt.

◦Nγ′ ≤ 2Nα̂0

◦Nβ ≤ Nγ′ + 4Nα̂0 + 7 ≤ 6Nα̂0 + 7

◦Nη′3 ≤ 32 · 6 ·Nη ·Nω1(α̂0) ·Nω2(β) ·m2

≤ 2[3(Nη + 6Nα̂0 + 11)]3 ·m2

≤ 2[33(Nη +Nα̂0 + 1)]3 ·m2

≤ Φ(Nη +Nα̂0 + 1) · Φ(m) mit (Φ.2)

≤ Φ(Nη ⊗ ω1(α̂)⊕ α̂0 +m) mit (Φ.4) und Lemma 3.31

Alles in allem gilt η2 = ξ ⊕ π ⊕ η′2 �Θ ξ ⊕ π ⊕ η′4 = η̂.

Bei den folgenden Fällen sei µ < K vorausgesetzt. Sie gehen analog zu den
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Fällen 4.1 bis 4.3 in der imprädikativen Schnittelimination bei KPM, Satz 7.6.

◦ 2.Fall: rk(C) < π. Aus (6) ist stg(C) ⊆ Hγ[Θ] ersichtlich, was rk(C) ∈
Hγ[Θ] ∩ π ⊆ Ψξ

π(α̂0) nach sich zieht. Damit folgt auch (¬)C ∈ ∆0(π) und

darum ist es erlaubt, die Nebeninduktionsvoraussetzung anzuwenden.

Hη̂0

α̂0
[Θ]
∣∣Ψξ

π(α̂0)
· Γ, (¬)C

Hinsichtlich obiger Rangabschätzung lässt sich der ursprüngliche Schnitt wie-

derholen (die Längenbedingung bekommt man aus (6)) und man kommt dank

(A1) und (A3) zur Behauptung.

◦ 3. Fall: π < rk(C) /∈ REG. Aus stg(C) ⊆ Hγ[Θ] folgt rk(C) ∈ Hγ[Θ], also

können wir mit Lemma 3.25 und 3.23 (vi) ein σ ∈ Hγ[Θ] wählen, für das

Ωσ ≤ rk(C) < Ωσ+1 und Nσ ≤ Nrk(C)

gilt. Sei τ := Ωσ+1. Aus π < rk(C) < µ ∈ Card folgt π < τ ≤ µ nach Wahl von

σ. Es gilt daher A(Θ; γ, τ, 0, µ) nach (A5) und Γ ∪ {C,¬C} ⊆ ∆0(τ) wodurch

eine Anwendung der Nebeninduktionsvoraussetzung legitimiert ist.

Hη1

α̂0
[Θ]
∣∣Ψ0

τ (α̂0)
· Γ, (¬)C mit η1 := τ ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2 +m+ 1

Mit A(Θ; γ, τ, 0, µ) folgt rk(C) ∈ Hγ[Θ]∩ τ ⊆ Ψ0
τ (α̂0). Aus einfachen Monoto-

niegründen (τ ≤ µ & Nτ ≤ Nrk(C)+2⇒ τ�µ⊕rk(C)�Θµ⊕η⊗ω2�1η⊗µ)

kann daher mit C ′ :≡ C bei (2) fortgesetzt werden.

◦ 4. Fall: π ≤ rk(C) ∈ REG. Sei τ := rk(C) und o.E. C ≡ ∃x∈Lτ A(x) ∈
Σ1(τ). Es gilt A(Θ; γ, τ, 0, µ) nach (A5) und Γ, C ⊆ Σ≤1(τ), weshalb die Ne-

beninduktionsvoraussetzung zum Einsatz kommen kann.

Hη1

α̂0
[Θ]
∣∣Ψ0

τ (α̂0)
· Γ, C mit η1 := τ ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2 +m+ 1

Wegen Ψ0
τ (α̂0 + 1) ∈ Hη1

α̂0+1[Θ] können wir folgende Beschränkung (7.9)

durchführen.

Hη1

α̂0+1[Θ]
∣∣Ψ0

τ (α̂0)
· Γ, C(Ψ0

τ (α̂0+1),τ)
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Ebenfalls wegen Ψ0
τ (α̂0 + 1) ∈ Hη1

α̂0+1[Θ] resultiert eine geeignete Anwendung

der Persistenz 5.11 auf (6) in

Hη1

α̂0+1[Θ]
∣∣α0

µ̄ Γ,¬C(Ψ0
τ (α̂0+1),τ).

Da A(Θ; α̂0, τ, 0, µ) nach (A5) erfüllt ist, ergibt die Nebeninduktionsvoraus-

setzung

Hη2

γ′ [Θ]
∣∣Ψ0

τ (γ
′)
· Γ,¬C(Ψ0

τ (α̂0+1),τ) mit
γ′ := α̂0 ⊕ ω2(µ⊕ α0) + 1

η2 := τ ⊕ η1 ⊗ ω2(γ′) · 2 +m+ 1.

Für C ′ :≡ C(Ψ0
τ (α̂0+1),τ) ist rk(C ′) ∈ Hγ′ [Θ] ∩ τ ⊆ Ψ0

τ (γ
′). Wir können

(τ = rk(C) �Θ η ⊗ ω2) fortfahren mit ...

(2) Es gilt A(Θ; γ, τ, 0, µ) & rk(C ′) < Ψ0
τ (γ
′) & lh(C ′) = lh(C)

und π ≤ τ ≤ µ & τ �Θ η ⊗ µ in Hγ′ sowie

Hη2

γ′ [Θ]
∣∣Ψ0

τ (γ
′)
· Γ, (¬)C ′ mit

γ′ := α̂0 ⊕ ω2(µ⊕ α0)

η2 := τ ⊕ η1 ⊗ ω2(γ′) · 2 +m+ 1.

Wegen lh(C ′) = lh(C) erhalten wir aus (6) die nötige Information, um die

Formeln C ′ und ¬C ′ mit einem Schnitt gegeneinander auszuspielen.

Hη2

γ′ [Θ]
∣∣Ψ0

τ (γ
′) + 1

Ψ0
τ (γ
′)

Γ

Gilt π = τ , so gelangen wir durch Ausnutzung der Monotonien γ′ < α̂,

Ψ0
τ (γ
′) < Ψ0

τ (α̂) und η2 �Θ η̂ in Hα̂ zum Ziel. Dabei folgt η2 �Θ η̂ aus

der unten nachgewiesenen Abschätzung η4 �Θ η̂, da η2 ein Teilterm von

η4 ist. Für den Vergleich der Ψ–Terme reicht der Hinweis, dass nach (A2)

α0, µ ∈ Hγ[Θ] ⊆ C0
π(α̂) gilt.

Sei also fortan π < τ . Wegen Ψ0
τ (γ
′) ∈ Hγ′ [Θ] gibt es nach Lemma 3.25 und

3.23 (vi) ein σ ∈ Hγ′ [Θ] mit

Ωσ ≤ Ψ0
τ (γ
′) < Ωσ+1 und Nσ ≤ NΨ0

τ (γ
′).
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Für ν := Ωσ gilt [ν̄,Ψ0
τ (γ
′)[∩REG<K = ∅, deswegen können wir einige prädi-

kative Schnitte mittels Lemma 5.14 eliminieren.

Hη3

γ′ [Θ]
∣∣β
ν̄ Γ mit

β := ϕΨ0
τ (γ
′)(Ψ0

τ (γ
′) + 2)

η3 := η2 ⊗ β · 2

A(Θ; γ, π, ξ, µ) beinhaltet π ∈ Hγ[Θ]. Mit A(Θ; γ, τ, 0, µ) erlangt man π ⊆
C0
τ (γ + 1) ∩ τ ⊆ Ψ0

τ (γ
′). Nach Wahl von σ folgt ν ∈ Hγ′ [Θ] und im Verein mit

der gerade hergeleiteten Abschätzung π ≤ ν, also ist A(Θ; γ′, π, ξ, ν) der Fall.

Wegen ν < µ kann jetzt die Hauptinduktionsvoraussetzung zuschlagen.

Hη4

β′ [Θ]
∣∣Ψξ

π(β′)
· Γ mit

β′ := γ′ ⊕ ω2(ν ⊕ β)

η4 := π ⊕ ξ ⊕ η3 ⊗ ω2(β′) · 2 +m

Aus γ, α0, σ, τ, µ ∈ Hγ′ [Θ] ⊆ Cξ
π(α̂) folgt ν,Ψ0

τ (γ
′) ∈ Cξ

π(α̂) und schließlich

β ∈ Cξ
π(α̂). Daraus setzt sich insgesamt β′ ∈ Cξ

π(α̂) zusammen. Im Verein mit

β′ < α̂ liefert Lemma 3.22 (iii) Ψξ
π(β′) < Ψξ

π(α̂). Es bleibt η4 �Θ η̂ in Hα̂ zu

zeigen.

• η1 = τ ⊕ η ⊗ ω2(α̂0) · 2 +m+ 1 �Θ η ⊗ ω2(α̂0) · 3m
nach Lemma 3.33 (vii) und wegen τ �Θ η ⊗ µ (Voraussetzung von (2))

• η2 = τ ⊕ η1 ⊗ ω2(γ′) · 2 +m+ 1 �Θ η ⊗ ω2(α̂0)⊗ ω2(γ′) · 7m2

• η3 = η2 ⊗ β · 2 �Θ η ⊗ ω2(α̂0)⊗ ω2(γ′)⊗ β · 14m2

• η′4 := η3⊗ω2(β′) · 2 +m�Θ η⊗ω2(α̂0)⊗ω2(γ′)⊗ω2(β′)⊗ β · 28m3 =: η′5

• η′5 �1 η ⊗ ω2(α̂)⊕ α̂0 ⊕ τ +m =: η′6 errechnet man wie folgt:

◦Nγ′ ≤ 2Nα̂0 + 1

◦Nβ ≤ 4Nα̂0 + 2Nτ + 7

◦Nν ≤ NΨ0
τ (γ
′) + 1 ≤ 2Nα̂0 +Nτ + 3

◦Nβ′ ≤ 8Nα̂0 + 3Nτ + 13

◦Nη′5 ≤ 28 · 34 ·Nη · (Nβ′ + 2)4 ·m3

≤ 10 · 35 · [Nη + 8Nα̂0 + 3Nτ + 15]5 ·m3

≤ 10 · [3 · 15(Nη +Nα̂0 +Nτ + 1)]5 ·m3

≤ Φ(Nη +Nα̂0 +Nτ + 1) · Φ(m) mit (Φ.2)

≤ Φ(Nη′6) mit (Φ.4) und Lemma 3.30 (i), da Nω2(α̂) ≥ 2
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• η′6 �Θ η ⊗ ω2(α̂)⊕ α̂⊕ η ⊕ η ⊗ µ+m�1 η ⊗ ω2(α̂) · 2 +m =: η′7

Alles in allem folgt:

• η1 �Θ η4 = π ⊕ ξ ⊕ η′4 �Θ π ⊕ ξ ⊕ η′7 = η̂



Kapitel 8

Hauptsätze und Resultate

In den Sätzen dieses Kapitels werden nur noch Terme endlicher Schicht zum

Operator adjungiert. Für solche Terme s und t gilt1 H[s, t] = H[max {|s|, |t|}],
daher reicht es, im Folgenden Operatoren zu betrachten, denen nur eine

natürliche Zahl adjungiert ist.

Nach den hochentwickelten Schnitteliminationsverfahren folgt ein Kapitel

mit ganz elementaren Beweisen. Die letzte Aufgabe, die auf dem Weg zur

Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen noch vor uns liegt,

besteht darin, den Parameter η bei einer schnittfreien Herleitung einer Σ1(ω)–

Formel in den abzählbaren Bereich des Bezeichnungssystems zu kollabieren.

Mit dieser Technik kann man auch ein weiteres Ergebnis beweisen. Die

schnittfreie RS(ϑ)–Herleitung einer Σ1(ω)–Formel ist endlich. Eine endliche

Herleitungslänge kann man effektiv bestimmen, durch die folgende Version

der η–Kollabierung.

Satz (η–Kollabierung, alternative Fassung)

Sei stg(Γ, B(∅)) ≤ k < ω und γ ∈ Hγ[k]. Dann gilt für η̂ := γ ⊕ η ⊗ ωα · 2

Hη
γ[k]
∣∣α
0

Γ,∃x∈Lω B(x) ⇒
∣∣m
0

Γ,∃x∈LmB(x) mit m := FψΩη̂(k).

1Dabei ist mit H[k] für k ∈ ω natürlich der Operator (X 7→ H({k} ∪X) gemeint.

109
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Dies lässt sich ohne weitere Hilfsmittel durch Induktion nach α beweisen. (Da-

bei zeigt man |m0 Γ,∃x∈Lm̃B(x) für m̃ ≥ m.) Wir verwenden aber eine Fassung

der η–Kollabierung, die analog zur Kollabierung (Lemma 2.7) in PA läuft. Da-

zu benötigen wir zunächst etwas Semantik und ein Analogon zu Lemma 2.5

(iii).

Definition 8.1 Sei IL die konstruktible Hierarchie. Wir definieren rekursiv:

• o : T ϑω → ILω;

Ln 7→ ILn

[x ∈ Ln : ALn(x,~s)] 7→ {x ∈ ILn : ILn |= A[x, o(~s)]}
Zur einheitlichen Formulierung setzen wir o(0) := 0 und o(1) := 1. Für J ⊆
T ϑω sei o[J] := {o(ι) : ι ∈ J}. Für RS(ϑ)–Formeln φLα(~a) mit ~a ∈ T ϑω setzen

wir (φLα(~a))o :≡ φILα(o(~a)).

Lemma 8.2 ∀n<ω o[T ϑn ] = ILn

Beweis. o[T ϑn ] ⊆ ILn ist klar, für die andere Richtung wird Induktion über n

gemacht.

• Es gilt IL0 = ∅ = o[T ϑ0 ].

• Sei s ∈ ILn+1, also s ⊆ ILn. Es ist card(ILn) = 2n(0), also ist

s = {s1, . . . , sm} mit m ≤ 2n(0). Nach Induktionsvoraussetzung exi-

stieren x1, . . . , xm ∈ T ϑn , so dass o(xi) = si gilt. Dann ist x := {z ∈
Ln+1 : z = x1 ∨ · · · ∨ z = xm} ∈ T ϑn+1, denn es gilt |xi| < n + 1 und

lh(z = x1 ∨ · · · ∨ z = xm) < 6m < Φ(n+ 1). Außerdem gilt o(x) = s.

Lemma 8.3 Sei stg(A) ⊆ ω. Dann gilt:

(i) A '
∧

(Aι)ι∈J : ILω |= Ao ⇔ ∀ι∈J ILω |= (Aι)
o

(ii) A '
∨

(Aι)ι∈J : ILω |= Ao ⇔ ∃ι∈J ILω |= (Aι)
o

Beweis folgt aus dem vorigen Lemma.

Die beiden folgenden Aussagen treffen auf RS(M)– und RS(K)–Herleitung

gleichermaßen zu. Beim Beweis der η–Kollabierung sollte man jedoch beach-

ten, dass in den beiden Fällen die C–Mengen unterschiedlich definiert sind.
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Die Analogie sowohl bei den C–Mengen, als auch bei der Normalformbedin-

gung an die Terme ψΩα bzw. Ψ0
Ω(α) ist jedoch so groß, dass der Beweis der

η–Kollabierung für beide Fälle formal gleich geführt werden kann.

Lemma 8.4 Sei stg(A) ≤ k < ω & ILω |= ¬Ao. Dann gilt:

Hη[k]
∣∣α
0

Γ, A ⇒ Hη[k]
∣∣α
0

Γ

Beweis durch Induktion nach α.

1. A '
∧

(Aι)ι∈J ist Hauptformel des letzten Schlusses.

Hη[k, ι]
∣∣αι
0

Γ, A,Aι mit αι < α für alle ι ∈ J

Aus ILω |= ¬Ao folgt mit Lemma 8.3, dass es ein ι0 ∈ J gibt, für das

ILω |= ¬(Aι0)o gilt. Es ist stg(Aι0) ≤ stg(A) ≤ k < ω und wegen |ι0| ≤ k < ω

gilt Hη[k, ι0] = Hη[k], also folgt mit zweifacher Anwendung der Induktions-

voraussetzung die Behauptung.

2. A '
∨

(Aι)ι∈J ist Hauptformel des letzten Schlusses.

Hη[k]
∣∣α0

0
Γ, A,Aι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ J

Aus ILω |= ¬Ao folgt mit Lemma 8.3 ILω |= ¬(Aι0)o. Es ist stg(Aι0) ≤ stg(A) ≤
k < ω, also folgt mit zweifacher Anwendung der Induktionsvoraussetzung die

Behauptung.

3. Die Hauptformel des letzten Schlusses ist in Γ. In diesem Fall folgt die

Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung mit demselben Schluss.

Satz 8.5 (η–Kollabierung)

Sei stg(B(∅)) ≤ k < ω & γ ∈ Hγ[k]. Dann gilt für η̂ := γ ⊕ η ⊗ (α + 1)

RS(ϑ) : Hη
γ[k]
∣∣α
0
∃x∈Lω B(x) ⇒ ILω |= ∃x∈ILFϑ

ψϑη̂
(k) B

o(x).

Dabei ist ψMα := ψΩα und ψKα := Ψ0
Ω(α).
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Beweis durch Induktion nach α. Wir schreiben F anstelle von Fϑ und ψ für

ψϑ. Zu gegebenem α0 sei η̂0 := γ ⊕ η ⊗ (α0 + 1). Als Voraussetzung für den

letzten Schluss haben wir

(∗) Hη
γ[k]
∣∣α0

0
∃x∈Lω B(x), B(ι0) mit α0 < α für ein ι0 ∈ Tω.

(O.E. tritt ι0 in B(ι0) auf, vgl. die erste Bemerkung nach Definition 5.3.) Aus

|ι0| ∈ Hη
γ[k] folgt, dass es η0, . . . , ηn ∈ Hγ[k] gibt mit |ι0| = η0 �

1
k · · ·�1

k ηn = η.

Ist |ι0| = 0, so setzen wir η0 = 1 (bzw. streichen η0 aus der Reihe η0, . . . , ηn,

falls η1 = 1 ist). In jedem Fall erhalten wir

|ι0|�1 η0 �
1
k η1 · · ·�1

k ηn = η und η0 > 0

Für i ≤ n gilt (da auch γ ∈ Hγ[k] ist)

γ ⊕ ηi ∈ Hγ[k] ⊆ C(γ + 1, 0) ⊆ C(γ ⊕ ηi, 0),

also ist ψ(γ ⊕ ηi) in Normalform. Mit der Information |ι0| < ω folgt daraus

(1) |ι0|�1 ψ(γ ⊕ η0) �1
k · · ·�1

k ψ(γ ⊕ ηn) �1 ψη̂0.

Wiederum wegen |ι0| < ω folgt mit Lemma 3.28 (ii) und (iii)

(2) |ι0| < F|ι0|(k) < Fψη̂0(k).

Wegen α0 ∈ Hη
γ[k] gibt es η0, . . . , ηn ausHγ[k] mit α0 = η0�

1
kη1�

1
k · · ·�1

kηn = η.

Für i ≤ n gilt (da auch γ, α ∈ Hγ[k] sind)

γ ⊕ η ⊗ α⊕ ηi ∈ Hγ[k] ⊆ C(γ + 1, 0) ⊆ C(γ ⊕ η ⊗ α⊕ ηi, 0),

also ist ψi := ψ(γ⊕ η⊗α⊕ ηi) in Normalform und ebenso ψη̂0 und ψη̂. Damit

erhalten wir

(3) ψη̂0 �
1
k ψ0 �

1
k ψ1 �

1
k · · ·�1

k ψn = ψη̂.

1. Fall: ILω |= (B(ι0))o. Aus (2) und (3) folgt |ι0| < Fψη̂(k), also gilt die

Behauptung.
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2. Fall: ILω |= ¬(B(ι0))o. Wir vergrößern den Operator in (∗) auf Hη
γ[Fψη̂0(k)]

und wenden Lemma 8.4 an (es gilt stg(B(ι0)) ≤ Fψη̂0(k) < ω).

Hη
γ[Fψη̂0(k)]

∣∣α0

0
∃x∈Lω B(x)

Mit (3) und Lemma 3.28 (iii) folgt

Fψη̂0(Fψη̂0(k)) ≤ Fψη̂(k).

Die Behauptung kann jetzt durch die Induktionsvoraussetzung erschlossen

werden.

Die Kodierung einer Berechnung in einer mengentheoretischen (L∈) Version

von Kleenes T–Prädikat kann nur in ILω, nicht aber in ω stattfinden2.

Daher müssen wir eine L∈–Formel Lomega(z) definieren, die die Menge ILω

beschreibt und von der die infinitären Systeme zeigen, dass sie auf Lω zutrifft.

Diese Aufgabe wird im Anhang erledigt.

Definition. Lomega ist die L∈–Formel, die im Anhang C.2 definiert wird und

für die

KPω ` ∃z Lomega(z) und IL |= ∀z (Lomega(z) ↔ z = ILω)

gilt.

Lemma 8.6 RS(ϑ)
∣∣? Lomegaϑ(Lω)

Beweis ist im Anhang, Korollar C.8.

Satz 8.7 (Hauptsatz für KPM)

Sei φ ∈ ∆0 eine L∈–Formel mit FV (φ) ⊆ {x, y}.
Gilt KPM ` Lomega(z) → ∀x∈z ∃y∈z φ(x), so gibt es ein η < ψΩεM+1 mit

ILω |= ∀x∃y∈ILFMη (|x|) φ(x, y).

Dabei bezeichnet |x| für x ∈ IL die Schicht von x in IL.

2Für diesen Hinweis danke ich Wilfried Buchholz.
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Beweis. Für die Größenabschätzung des Parameters η reicht es nach Satz 3.6 zu

wissen, dass er am Ende im abzählbaren Teil des Bezeichnungssystems T(M)

gelandet ist. Da es offensichtlich ist, dass durch die angewendeten Sätze das

Bezeichnungssystem nicht verlassen wird, müssen wir im Folgenden die Ordi-

nalzahlschranken nicht genau bestimmen.

Aus der Voraussetzung folgt mit dem KPM–Interpretationssatz 6.7 die Exi-

stenz von η0, α0 ∈ T(M) und n < ω mit

Hη0

0

∣∣α0

M + n
∀z∈LM

(
LomegaM(z) → ∀x∈z ∃y∈z φ(x, y)

)
.

Durch Inversionen 5.6 (i), (iii) und Schnitte mit |00 Lω
◦
∈ LM und der Herleitung

aus Lemma 8.6 erhalten wir

Hη0

0 [ω]
∣∣α0 + 2
M + n

∀x∈Lω ∃y∈Lω φ(x, y).

Wegen α�2 η ⇒ α� η+3 gilt Hη0

0 [ω] ⊆ Hη0+3
0 (es ist Nω = Nωω

0
= 2). Daher

können wir den Operator erhöhen auf Hη0+3
0 . Durch (n− 1)–fache Anwendung

der prädikativen Schnittelimination 5.8 ergibt sich

(1) Hη1

0

∣∣α1

M + 1
∀x∈Lω ∃y∈Lω φ(x, y).

Es ist 0,Ω,M ∈ H0 und stg(∀x∈Lω ∃y∈Lω φ(x, y)) = {ω} ⊆ CΩ(1), also be-

kommen wir mit der imprädikativen Schnittelimination 7.6

Hη2

α̂1

∣∣α2

· ∀x∈Lω ∃y∈Lω φ(x, y) für α̂1 := ω2(M ⊕ α1).

Die verbliebenen Schnitte werden von der prädikativen Schnittelimination 5.8

beseitigt.

Hη3

α̂1

∣∣α3

0
∀x∈Lω ∃y∈Lω φ(x, y)

Daher liefert Inversion 5.6 (i) und ein Schnitt mit |? t
◦
∈ Lω

Hη3+1
α̂1

[t]
∣∣α3

0
∃y∈Lω φ(t, y) für alle t ∈ Tω.
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Da nach (1) insbesondere α1 ∈ H0 der Fall ist, gilt auch α̂1 ∈ H0 ⊆ Hα̂1 [t],

also folgt mit η–Kollabierung 8.5 für ein η ∈ T(M) ∩ Ω

ILω |= ∃x∈ILFMη (|t|) φ(o(t), x) für alle t ∈ Tω.

Nach Satz 3.6 gilt η < ψΩεM+1, also erhalten wir mit Lemma 8.2 die

Behauptung.

Korollar 8.8 Für jede beweisbar rekursive Funktion f von KPM existiert ein

η < ψΩεM+1 mit der Eigenschaft

∀x∈ω f(x) < FMη (x).

Beweis. Nach elementaren Ergebnissen der Rekursionstheorie kann der Graph

jeder rekursiven Funktion durch eine Σ1–Formel beschrieben werden. In der

Sprache L∈ kann die Berechnung in ILω kodiert werden. Zu einer rekursiven

Funktion f gibt es also eine ∆0–Formel F , so dass für alle x, y ∈ ω

f(x) = y ⇔ ILω |= ∃w F (w, x, y)

gilt. Ist f beweisbar rekursiv in KPM, so ist

KPM ` Lomega(z) → ∀x∈z ∃y∈z ∃w∈z
(ord(x) → ord(y) ∧ F (w, x, y))

der Fall. Dann gilt aber auch schon

KPM ` Lomega(z) → ∀x∈z ∃y∈z ∃w1∈y ∃w2∈w1 ∃w3∈w1

(ord(x) → ord(w3) ∧ y = 〈w2, w3〉 ∧ F (w2, x, w3)).

Nach Satz 8.7 gibt es ein η < ψΩεM+1 mit

ILω |= ∀x∃y∈LFMη (|x|) ∃w1∈y ∃w2∈w1 ∃w3∈w1

(ord(x) → ord(w3) ∧ y = 〈w2, w3〉 ∧ F (w2, x, w3)).



116 KAPITEL 8. HAUPTSÄTZE UND RESULTATE

und das hat

∀x∈ω f(x) < FMη (x).

zur Folge.

Damit ist die Analyse von KPM geschafft. Analog zu dem Resultat für

PA erhalten wir eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen

von KPM. Die Tatsache, dass die Totalität aller Funktionen der Hierarchie

(Fγ)γ<ψΩεM+1
in KPM bewiesen werden kann, folgt aus [Rathjen 1994a].

Korollar 8.9 (Die beweisbar rekursiven Funktionen von KPM)

Die Klasse der rekursiven Funktionen, deren Totalität in KPM bewiesen wer-

den kann, enthält genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwen-

dung von Substitution, primitiver Rekursion und (FMγ )γ<ψΩεM+1
–beschränktem

µ–Operator auf die Funktionen (x 7→ 0), (x 7→ x + 1) und (~x 7→ xi) erzeugt

werden.

Satz 8.10 (Hauptsatz für KP+(Π3–Ref))

Sei φ ∈ ∆0 eine L∈–Formel mit FV (φ) ⊆ {x, y}.
Aus KP + ( Π3 -Ref) ` Lomega(z) → ∀x∈z ∃y∈z A(x, y) folgt

ILω |= ∀x ∃y∈ILFKη (|x|) A(x, y) für ein η < Ψ0
Ω(εK+1).

Beweis. Wie in Satz 8.7 brauchen wir auch hier die Ordinalzahlschranken nicht

genau zu bestimmen.

Aus der Voraussetzung folgt mit dem Interpretationssatz 6.9 die Existenz von

η0, α0 ∈ T(K) und n < ω mit

Hη0

0

∣∣α0

K + n
∀z∈LK

(
LomegaK(z) → ∀x∈z ∃y∈z A(x, y)

)
.

Durch Inversionen 5.12 (i), (iv) und Schnitte mit |? Lω
◦
∈ LK und der Herlei-

tung aus Lemma 8.6 erhalten wir für η1, α1 ∈ T(K)

Hη1

0 [ω]
∣∣α1

K + n
∀x∈Lω ∃y∈Lω A(x, y).
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Wegen α �2 η ⇒ α � η + 3 gilt Hη1

0 [ω] ⊆ Hη2

0 für η2 := η1 + 3 (es ist Nω =

Nωω
0

= 2). Daher können wir den Operator erhöhen auf Hη2

0 . Nach (n − 1)–

facher Anwendung der prädikativen Schnittelimination 5.14 haben wir

(1) Hη3

0

∣∣α2

K + 1
∀x∈Lω ∃y∈Lω A(x, y).

Wegen 0,Ω,K ∈ H0 gilt A(∅; 0,Ω, 0,K). Nach der Beobachtung zu Satz 6.9

können wir Satz 7.15 anwenden. Wir setzen α̂2 := ω2(K ⊕ α2), um

Hη4

α̂2

∣∣α3

· ∀x∈Lω ∃x∈Lω A(x, y)

zu erhalten. Inversion 5.12 (ii) und ein Schnitt mit der Herleitung |? t
◦
∈ Lω

liefert

Hη4

α̂2
[t]
∣∣α4

α3
∃y∈Lω A(t, y).

Den verbleibenden Schnitten rücken wir mit der prädikativen Schnittelimina-

tion 5.14 zu Leibe.

Hη5

α̂2
[t]
∣∣α5

0
∃y∈Lω A(t, y)

Da nach (1) insbesondere α2 ∈ H0 der Fall ist, gilt auch α̂2 ∈ H0 ⊆ Hα̂2 [t],

also folgt mit der η–Kollabierung 8.5 für ein η ∈ T(K) ∩ Ω

ILω |= ∃y∈ILFKη (|t|) A(t, y) für alle t ∈ Tω.

Mit Lemma 3.17 (ii) und 8.2 erhalten wir die Behauptung.

Um die vollständige Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen

zu erhalten, benutzen wir das Resultat aus [Schlüter 1997]. Damit folgt, dass

KP+(Π3–Ref) die Totalität aller Funktionen der Hierarchie (FKγ )γ<Ψ0
Ω(εK+1) be-

weist.

Korollar 8.11 (Die beweisbar rek. Funktionen von KP+(Π3–Ref))

Die rekursiven Funktionen, deren Totalität KP +(Π3–Ref) beweist, sind genau

diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Substitution, pri-

mitiver Rekursion und (FKγ )γ<Ψ0
Ω(εK+1)–beschränktem µ–Operator auf die Funk-

tionen (x 7→ 0), (x 7→ x+ 1) und (~x 7→ xi) erzeugt werden.



118 KAPITEL 8. HAUPTSÄTZE UND RESULTATE



Kapitel 9

Epilog

In dieser Arbeit werden drei Techniken zur Bestimmung von Π0
2–Skolem

Funktionen entwickelt. Der Ansatz, der zur Untersuchung von KPM und

KP+(Π3–Ref) eingesetzt wurde, ist so universell, dass er sich auf viele Theo-

rien anwenden lässt, für die man eine Ordinalzahlanalyse mit Operatortechnik

machen kann. Letzteres wird für ein ganzes Bündel von KP–Theorien in

[Pohlers 199?] durchgeführt. Für viele dieser Theorien lässt sich mit der

hier vorgestellten Vorgehensweise ohne Probleme eine Klassifizierung der

Π0
2–Skolem Funktionen vornehmen. Die Schnitteliminationsverfahren können

dazu aus dieser Arbeit übernommen werden. Die Analyse der Theorien in

[Pohlers 199?] unterscheidet sich im Wesentlichen bei der Einbettung. Um

dies zu illustrieren, folgt eine Skizze, wie man die Analyse von KPM für die

Theorien KPl und KPi nutzen kann.

KPi entsteht aus KPM durch Ersetzung des Axioms (Mahlo) durch:

(Lim) ∀x ∃y (Ad(y) ∧ x ∈ y)

Streicht man die (∆0–Koll) aus KPi, so erhält man KPl.

Um das (Lim)–Axiom in das infinitäre System RS(M) einbetten zu können, er-

weitern wir die Definition von X? um die Komponente {ξ+ : ξ ∈ X} und sehen

nur noch solche Operatoren als gut an, die abgeschlossen unter (ξ 7→ ξ+)ξ<M

119
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sind. Durch die Ausweitung der Sternoperation können wir∣∣? (Lim)λ für jedes λ, das Limespunkt von REG≤M ist,

zeigen: Sei a ∈ T Mλ gegeben. Dank der neuen Sternoperation gilt κ := |a|+ ∈
stg(∃y∈Lλ (Ad(a) ∧ a ∈ y))?. Die Voraussetzung, dass λ ein Limespunkt von

REG ist, garantiert κ < λ. Mit Lemma 4.11 folgt |? Lκ
◦
∈ Lλ ∧ Ad(Lκ) ∧ a ∈

Lκ. Ein (
∨

)?–Schluss ergibt |? ∃y∈Lλ (Ad(y) ∧ a ∈ y) und daraus folgt die

Behauptung.

i:= ψM0 = min{β ∈ REG : C(0, β) ∩M ⊆ β} ist die kleinste unerreichbare

Kardinalzahl1. l:= Ωω ist der kleinste Limespunkt von REG. Unter Hinzunah-

me von Lemma 4.13 erhalten wir die folgende Einbettung der Theorie KPϑ

für ϑ ∈ {i, l} analog zum KPM–Interpretationssatz 6.7.

Für jeden L∈–Satz φ gibt es ein η ∈ T(M) ∩ εϑ+1 und ein n ∈ ω, so dass

KPϑ ` φ ⇒ Hη
∣∣ωϑ+ω + n
ϑ+ n

φϑ

gilt.

Um die Π0
2–Skolem Funktionen von KPϑ geeignet majorisieren zu können, muss

man im Hauptsatz für KPM, Satz 8.7, überall M durch ϑ ersetzt. Zusatzlich

muss man überprüfen, dass der Parameter η nach der Einbettung die nächste

Epsilonzahl εϑ+1 durch die Schnittelimination nicht erreicht oder überschreitet.

Dazu reicht ein kurzer Blick auf die verwendeten Sätze. Wir stehen also mit

einem η ∈ T(M) ∩ εϑ+1 vor der finalen Anwendung der η–Kollabierung. Diese

liefert uns die Aussage, dass die Skolem Funktion des Π0
2–Satzes mit dem wir

aus KPϑ gestartet sind, durch die Funktion FMψΩη̂
majorisiert wird. ψΩη̂ ist in

Normalform (diese Information liefert der Beweis der η–Kollabierung) und η̂ ist

kleiner als εϑ+1. Es folgt ψΩη̂ < ψΩεϑ+1 nach Lemma 3.11 (iv). Damit erhalten

wir die Charakterisierung2 der beweisbar rekursiven Funktionen aus Abschnitt

1.2 auch für die Theorien KPl und KPi, und zwar mit den beweistheoretischen

1Üblicherweise wird diese mit I bezeichnet.
2Dazu muss FTγ := FKPM

γ für T = KPl und KPi gesetzt werden.
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Ordinalzahlen:

• ||KPl || := ψΩεΩω+1

• ||KPi || := ψΩεψM0+1
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Anhang A

Analyse von KPω

Wir benutzen die Terminologie aus Kapitel 3. Zunächst wird das für die Analy-

se von KPω benutzte Ordinalzahlbezeichnungssystem eingeführt und die Funk-

tionenhierarchie, die die KPω–beweisbar rekursiven Funktionen majorisiert.

Definition A.1 Durch simultane Rekursion nach α definieren wir

• ϑα := min {β : C(α, β) ∩ Ω ⊆ β & α ∈ C(α, β)}
• C(α, β) ist der Abschluß von β ∪ {0,Ω} unter den Funktionen

+, ϕ und (η 7→ ϑη)η<α.

Zur Abkürzung sei

• θ̄αβ := ϑ(ωΩ⊕α ⊕ β) für β < Ω.

Man kann θ̄αβ natürlich auch für beliebige β definieren, aber um ein einfaches

Größenvergleichskriterium zu haben, benutzen wir per Konvention θ̄αβ nur für

β < Ω. T(Ω) bestehe aus allen Ordinalzahlen, die aus 0 und Ω mit den Funk-

tionen +, (ξ 7→ ωξ), (ρξ 7→ ϕρξ)ρ,ξ<Ω und (η 7→ ϑη) gebildet werden können.

Der Term ϑα ist für jedes α in Normalform. Für α ∈ T(Ω) sei NΩ(α), auch

kurz Nα geschrieben, die Anzahl der Zeichen Ω, ϕ, ϑ in der Termdarstellung

der Normalform von α. (Wir sehen wieder ωα nur als Abkürzung für ϕ0α an.)

Beispiel: Nω = Nϕ0(ϕ00) = 2, Nθ̄αβ = Nϑ(ωΩ⊕α⊕β) ≤ 3+Nα+Nβ, wobei

Gleichheit für α > 0 gilt.

Des Weiteren setzen wir

123
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• α∗ := max (SCΩα ∪ {0}).

Satz A.2

(i) T(Ω) ⊆ C(εΩ+1, 0) ∩ εΩ+1

(ii) T(Ω) ∩ Ω ⊆ ϑεΩ+1

Beweis. (i) Da die Kollabierungsfunktion nur Werte ≤ Ω annimmt und

die Funktion (ρξ 7→ ϕρξ) für ρ > 0 in T(M) nur auf abzählbare Werte

angewendet werden darf, gilt T(Ω) ⊆ εΩ+1. Daraus folgt durch einen Vergleich

der Definition von T(Ω) mit derjenigen der C–Menge T(Ω) ⊆ C(εΩ+1, 0).

(ii) Mit (i) folgt T(Ω) ∩ Ω ⊆ C(εΩ+1, 0) ∩ Ω ⊆ C(εΩ+1, ϑεΩ+1) ∩ Ω ⊆ ϑεΩ+1.

Ab jetzt stehen kleine Griechen nur noch für Ordinalzahlen aus T(Ω).

Lemma A.3

(i) β < Ω ⇒ card C(α, β) < Ω

(ii) C(α, λ) =
⋃
{C(α, β) : β < λ} für λ ∈ LIM

(iii) η ∈ C(α, β) ⇔ SC(η) ⊆ C(α, β)

(iv) ϑα ∈ SC

(v) α∗ < ϑα < Ω

(vi) α 6= ϑα

Beweis. (i) bis (iv) folgen direkt aus der Definition.

(v) Wir zeigen zunächst ϑα < Ω. Dazu setzen wir β0 := α∗ + 1 < Ω und

βn+1 := min{ξ : C(α, βn) ∩ Ω ⊆ ξ} und β := sup{βn : n ∈ ω}. Wegen (i) gilt

∀n∈ω (βn ≤ βn+1 < Ω) und aufgrund der Regularität von Ω ist β < Ω. Mit

(ii) ergibt sich

(1) C(α, β) ∩ Ω =
⋃
{C(α, βn) ∩ Ω : n∈ω} ⊆

⋃
{βn+1 : n∈ω} = β.

Es folgt α ∈ C(0, α∗ + 1) aus α∗ ∈ C(0, α∗ + 1) mit (iii). Damit erhalten wir

(2) α ∈ C(0, β0) ⊆ C(α, β).
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Nach Definition von ϑα folgt aus (1) und (2) ϑα ≤ β < Ω.

Es bleibt α∗ < ϑα zu zeigen. Aus α ∈ C(α, ϑα) folgt α∗ ∈ C(α, ϑα) ∩Ω = ϑα.

(vi) folgt für α ≥ Ω aus (v) und für α < Ω, wenn man die Definition von ϑα

betrachtet. Für α < Ω gilt nämlich α ∈ C(α, ϑα) ∩ Ω = ϑα, also α < ϑα.

Lemma A.4

(i) α∗ < ϑβ & α < Ω ⇒ α < ϑβ

(ii) α < β & α∗ < ϑβ ⇒ ϑα < ϑβ

(iii) α0 < α1 & SCΩ{α0, ξ0} < θ̄α1ξ1 ⇒ θ̄α0ξ0 < θ̄α1ξ1

Beweis. (i) Aus α∗ < ϑβ folgt SCΩα ⊆ C(β, ϑβ) ∩ Ω. Mit der Voraussetzung

α < Ω erhalten wir α ∈ C(β, ϑβ) ∩ Ω = ϑβ.

(ii) Aus α∗ < ϑβ folgt α∗ ∈ C(β, ϑβ) und mit α < β und ϑα < Ω (Lemma A.3

(v)) können wir auf ϑα ∈ C(β, ϑβ) ∩ Ω = ϑβ schließen und haben damit die

Behauptung bestätigt.

(iii) folgt aus (ii), wenn die Konvention ξ0, ξ1 < Ω beachtet wird.

Definition A.5 Für die allgemeine Definition von �N,1
x siehe 3.26.

• FΩ
η (x) := max

(
{Φ(x)} ∪ {Fα◦Fα(x) : α�NΩ,1

x η}
)

• Fη := FΩ
η (0)

Im Folgenden schreiben wir Nα anstelle von NΩ(α), und lassen den oberen

Index NΩ bzw. Ω bei den Funktionen Fη und den Relationen � meistens weg.

Lemma A.6

(i) x < Φ(x) ≤ Fη(x) < Fη+1(x)

(ii) Fη(x) < Fη◦Fη ≤ Fη+1(x), insbesondere gilt n < Fn(x)

(iii) α�1
x η ⇒ Fα(x) < Fη(x)

(iv) α < η & Nα ≤ Φ(Nη + Fη(x)) ⇒ Fα(x) < Fη+1(x)

(v) F(θ̄ηξ + 1) < Fθ̄(η + 1)ξ
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Beweis. (i)–(iii) werden wie in Lemma A.6 bewiesen und (v) folgt aus (iii).

(iv) Mit (i) dann (iii) dann (ii) folgt

Fα(x) < Fα(Fη(x)) < Fη(Fη(x)) ≤ Fη+1(x).

Setzen wir LΩ
Ad := L∈, so erhalten wir die Sprache LRS(Ω) und den Kalkül

RS(Ω)? aus den allgemeinen Definitionen der Kapitel 4.1 und 4.3. Viele der im

Weiteren benötigten Definitionen und Sätze lassen sich wörtlich oder mit klei-

nen Änderungen aus der Analyse von KPM übertragen. Bei wichtigen Ände-

rungen, die sich aus der andersartigen Gestalt der Operatoren ergeben, werden

die Beweise ausgeführt.

Lemma A.7

(i)
∣∣? (Ext)Ω ∧ (Paar)Ω ∧ (Verein)Ω ∧ (∆0–Sep)Ω ∧ (Fund)Ω

Die Definition der Operatoren, die wir für die Analyse von KPω einsetzen

werden, geht auf einen Vorschlag von Andreas Weiermann zurück. Da wir bei

der partiellen Schnittelimination in RS(Ω) im Gegensatz zu RS(M) und RS(K)

nur eine einzige Kollabierungsfunktion einsetzen müssen, können wir die Norm

der Ordinalzahlen im Operator direkt durch diejenige Hierarchie majorisieren,

die die beweisbar rekursiven Funktionen einhüllt. Dies geschieht analog zum

Vorgehen bei PA. Allerdings erfüllt der Operator in der Analyse von KPω noch

eine weitere Funktion. Er gewährleistet, dass die Kollabierungsfunktion auf

den in einer H–kontrollierten Herleitung vorkommenden Ordinalzahlen (unter

zusätzlichen Voraussetzungen) streng monoton ist (siehe Eigenschaft (c) in

Satz A.21).

Definition A.8 (Hη–Operatoren) Der Begriff Operator wird aus Kapitel 5

übernommen. Für X = {ξ1, . . . , ξn} sei X̌ := ξ1 ⊕ . . .⊕ ξn.

• Hη : X 7→ {α ∈ T(Ω) : SCΩα < θ̄ηX̌ & Nα < Fθ̄ηX̌}
Sei Θ eine endliche Menge von RS(Ω)–Sätzen und Elementen von T Ω∪{0, 1}.
Wir setzten Θ̌:= (stg(Θ))̌ und definieren wie bisher

• H[Θ] : X 7→ H(stg(Θ) ∪X).
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Lemma A.9

(i) Hη[Θ] ist ein Operator.

(ii) η ∈ Hη[Θ]

(iii) {θ̄η0,Fθ̄ηΘ̌} ⊆ Hη+1[Θ]

(iv) α < η & α∗ < θ̄ηΘ̌ & Nα ≤ Φ(Nη + Fθ̄ηΘ̌)

⇒ Hα[Θ] ⊆ Hη+1[Θ]

Beweis. (i)–(iii) sind klar.

(iv) Aus der Voraussetzung folgt θ̄αΘ̌ < θ̄ηΘ̌ nach Lemma A.4 (iii) und

Nθ̄αΘ̌ ≤ Φ(Nθ̄ηΘ̌ + Fθ̄ηΘ̌), also impliziert Lemma A.6 (iv) und (v) Fθ̄αΘ̌ <

Fθ̄(η + 1)Θ̌ und im Verein mit θ̄αΘ̌ < θ̄(η + 1)Θ̌ folgt die Behauptung.

Lemma A.10

(i) H[ι][ι] = H[ι]

(ii) |ι| ∈ Hη[Θ] ⇒ Hη[Θ, ι] ⊆ Hη+2[Θ]

(iii) stglh(A) ⊆ Hη[Θ] ⇒ rk(A) ∈ Hη+2[Θ]

(iv) stg(A) ⊆ Hη[Θ] & A '
∧

(Aι)ι∈J & ι ∈ J

⇒ stg(Aι) ⊆ Hη[Θ, ι]

(v) stglh(A) ⊆ Hη[Θ] & A '
∧

(Aι)ι∈J & ι ∈ J

⇒ lh(Aι) ∈ Hη+1[Θ]

Beweis. (i) folgt aus stg(ι) ∪ stg(ι) = stg(ι).

(ii) Gegeben ist |ι| ∈ Hη[Θ], also SCΩ|ι| < θ̄ηΘ̌ und N |ι| < Fθ̄ηΘ̌.

• θ̄η(Θ, ι)̌ ≤ θ̄η(Θ̌⊕ |ι|) < θ̄(η + 1)Θ̌

• Nθ̄η(Θ, ι)̌ ≤ Nθ̄ηΘ̌ +N |ι| < Φ(Nθ̄(η + 1)Θ̌ + Fθ̄(η + 1)Θ̌)

Mit Hilfe von Lemma A.6 (iv) und (v) folgt die Behauptung.

(iii) Es ist SCΩrk(A) = SCΩstg(A) ⊆ Hη[Θ], also SCΩrk(A) < θ̄(η + 2)Θ̌.

Durch Induktion nach A wird nun unter Verwendung von stg(A) ⊆ Hη[Θ]

(∗) Nrk(A) < Fθ̄(η + 1)Θ̌ · lh(A)

gezeigt. Wegen lh(A) ∈ Hη[Θ] ist die rechte Seite von (∗) < (Fθ̄(η + 1)Θ̌)2 <
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F(θ̄(η + 1)Θ̌ + 1) < Fθ̄(η + 2)Θ̌, womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun zu (∗):
• Nrk(a ∈ b) ≤ 6N |a|+ 6N |b|+ 4 ≤ 12Fθ̄ηΘ̌ < Fθ̄(η + 1)Θ̌

• Nrk(A ∧ B) <Iv Fθ̄(η + 1)Θ̌ ·max {lh(A), lh(B)}+ 1

≤ Fθ̄(η + 1)Θ̌ · lh(A ∧ B)

• Nrk(∃x∈aB(x)) <Iv 6N |a|+ 2 + Fθ̄(η + 1)Θ̌ · lh(B)

≤ Fθ̄(η + 1)Θ̌ · (lh(B) + 1)

(iv) Dank der restriktiven Termdefinition gilt SCΩstg(Aι) ⊆ SCΩ({|ι|} ∪
stg(A)). Damit folgt SCΩstg(Aι) < θ̄η(Θ, ι)̌. Ist ι ein Seperationsterm

[x∈L|ι| : A(x)], so gilt für jeden Term t aus der definierenden Formel A:

N |t| < Φ(N |ι|), woraus sich Nstg(Aι) < Fθ̄η(Θ, ι)̌ ergibt.

(v) Es ist lh(Aι) < Fθ̄(η + 1)Θ̌ zu prüfen. Dazu sei an die Bedingung

lh(φLα) ≤ Φ(Nα) bei der Definition eines Terms [x∈Lα : φLα(x,~a)] erinnert.

Im folgenden ist β ∈ stg(A), also Nβ < Fθ̄ηΘ̌.

• A ≡ a /∈ Lβ : lh(ι /∈ ∅ → ι 6= Lβ) = 7 < Fθ̄(η + 1)Θ̌

• A ≡ a /∈ [x∈Lβ : F (x)] : lh(F (ι) → ι 6= a) ≤ Φ(Nβ) + 6 ≤ Φ(Fθ̄ηΘ̌)

< Fθ̄(η + 1)Θ̌

• A ≡ A0 ∧ A1 : lh(Aι) < lh(A) < Fθ̄ηΘ̌ < Fθ̄(η + 1)Θ̌

• A ≡ ∀y∈Lβ B(y) : lh(ι /∈ ∅ → B(ι)) = 2 + lh(B) = 1 + lh(A)

≤ Fθ̄ηΘ̌ < Fθ̄(η + 1)Θ̌

• A ≡ ∀y∈[x∈Lβ : F (x)]B(x) : lh(F (ι) → B(ι)) ≤ Φ(Nβ) + lh(B) + 1

< Φ(Fθ̄ηΘ̌) + Fθ̄ηΘ̌ < Fθ̄(η + 1)Θ̌
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Definition A.11 Durch transfinite Rekursion nach α werden die Operator

kontrollierten Herleitungen von RS(Ω) definiert. Sei J�α:= {ι ∈ J : |ι| < α}.

H
∣∣α
ρ Γ gilt, falls {α} ∪ stg(Γ) ⊆ H

und einer der folgenden Fälle vorliegt:

(
∧

)
∧

(Aι)ι∈J ∈ Γ & H[ι]
∣∣αι
ρ Γ, Aι mit αι < α für alle ι ∈ J

(
∨

)
∨

(Aι)ι∈J ∈ Γ & H
∣∣α0

ρ Γ, Aι0 mit α0 < α für ein ι0 ∈ J�α

(cut) rk(C) < ρ & H
∣∣α0

ρ Γ, (¬)C mit
α0 < α

lh(C) ∈ H

(refΩ) ∃z∈LΩA
(z,Ω) ∈ Γ & H

∣∣α0

ρ Γ, A mit
Ω, α0 < α

A ∈ Σ≤1(Ω)

Lemma A.12 (Inversion)

(i) Hη[Θ]
∣∣α
ρ Γ,

∧
(Aι)ι∈J & ι0 ∈ J ⇒ Hη[Θ, ι0]

∣∣α
ρ Γ, Aι0

(ii) H
∣∣α
ρ Γ, A0 ∧ A1 ⇒ ∀i < 2 H

∣∣α
ρ Γ, Ai

Beweis. Beim Beweis von (i) verwendet man Lemma A.10 (i) und (iv).

Lemma A.13 (Reduktion)

Für A '
∨

(Aι)ι∈J mit rk(A) = ρ 6= Ω und lh(A) ∈ Hη[Θ] gilt

Hη[Θ]
∣∣α
ρ Γ,¬A & Hη[Θ]

∣∣β
ρ ∆, A ⇒ Hη+2[Θ]

∣∣α + β
ρ Γ,∆.

Beweis analog zu 5.7, aber unter Verwendung von A.10 (ii) und (v).
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Satz A.14 (Prädikative Schnittelimination)

Sei α ∈ Hη[Θ] und Ω /∈ [ρ, ρ+ ωα[.

Hη[Θ]
∣∣β
ρ+ ωα

Γ ⇒ Hη⊕ϕαβ+1[Θ]
∣∣ϕαβ
ρ Γ

Beweis durch Hauptinduktion nach α und Nebeninduktion nach β. Im kriti-

schen Fall haben wir für eine Schnittformel C mit rk(C) < ρ+ ωα

Hη[Θ]
∣∣β0

ρ+ ωα
Γ, (¬)C mit β0 < β und lh(C) ∈ Hη[Θ].

Aus der Nebeninduktionsvoraussetzung folgt

(1) Hη⊕ϕαβ0+1[Θ]
∣∣ϕαβ0

ρ Γ, (¬)C.

Wegen α, β ∈ Hη[Θ] ist ϕαβ ∈ Hη⊕ϕαβ+1[Θ]. Ist rk(C) < ρ, so folgt die

Behauptung mit (cut). Sei also rk(C) = ρ + ωα1 + . . . + ωαn mit αn ≤ · · · ≤
α1 < α. Im Fall n = 0 setzen wir α1 := 0. Durch Reduktion 5.7 von (1) erhalten

wir

Hη0 [Θ]
∣∣ξ0

ρ+ ωα1 · n Γ mit
ξ0 := ϕαβ0 · 2 und

η0 := η ⊕ ϕαβ0 + 3.

Wir wenden n–mal die Hauptinduktionvoraussetzung und bekommen

Hηn [Θ]
∣∣ξn
ρ Γ mit

ξi+1 := ϕα1ξi und

ηi+1 := ηi ⊕ ξi+1 + 1.

Aus stglh(C) ⊆ Hη[Θ] folgt nach Lemma A.10 (iii) rk(C) ∈ Hη+2[Θ], also

insbesondere n,Nα1 < Fθ̄(η + 2)Θ̌ und α∗1 < θ̄(η+2)Θ̌. Wir erhalten ξn < ϕαβ

durch die Wachstumseigenschaft der ϕ–Funktion (siehe Lemma 3.1). Nun muss

noch Hηn [Θ] ⊆ Hη⊕ϕαβ+1[Θ] gezeigt werden, damit die Behauptung durch

Monotonie erreicht werden kann. Dies geschieht mit Lemma A.9 (iv) durch die

folgenden Rechnungen.

• ηn < η ⊕ ϕαβ
• SCΩηn = SCΩ{η, α, β0, α1} < θ̄(η + 2)Θ̌ < θ̄(η ⊕ ϕαβ + 1)Θ̌
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• Nηn ≤ Nη +Nϕαβ0 + 3 +
∑n

i=1(Nξi + 1)

≤ Nη +Nα +Nβ0 + 4 + n(n+ nNα1 +Nξ0)

≤ Nη + (2n+ 1)Nα + (2n+ 1)Nβ0 + n2Nα1 + n(n+ 2) + 4

≤ Nη + 5[Fθ̄(η ⊕ ϕαβ)Θ̌]3

< Φ(Nη + Fθ̄(η ⊕ ϕαβ)Θ̌) mit (Φ.2)

Lemma A.15 (Persistenz)

H
∣∣α
ρ Γ,∀x∈Lη A(x) & β ∈ H ∩ η ⇒ H

∣∣α
ρ Γ,∀x∈Lβ A(x)

Lemma A.16 Sei A '
∧

(Aι)ι∈J oder A '
∨

(Aι)ι∈J und ι, ι1, · · · , ιn ∈ J.

(i) HNo(Λ,Aι)+1[Λ, Aι] ⊆ HNo(Λ,A)+1[Λ, A]

(ii) stg(ι1, · · · , ιn) ⊆ stg(Λ, A)? & 1 ≤ n ≤ 2 ·max {nt(B) : B ∈ Λ}
⇒ HNo(Λ,Aι1 ,...,Aιn )+1[Λ, Aι1 , . . . , Aιn ] ⊆ HNo(Λ,A)+1[Λ, A]

Beweis siehe Anhang, Lemma B.6.

Mit diesem Hilfslemma erhalten wir durch eine Beweisführung wie in Lemma

6.2:

Lemma A.17

RS(Ω)
∣∣?
0

Λ ⇒ HNo(Λ)+1[Λ]
∣∣||Λ||
0

Λ

Um die ∆0–Kollektion einbetten zu können, haben wir die Regel (refΩ) in unser

halbformales System RS(Ω) aufgenommen.

Lemma A.18 (Einbettung von (∆0–Koll)) Es sei Ω ∈ H und F eine

RS(Ω)–Formel mit stg(F ) ⊆ Ω und FV (F ) ⊆ {x, y}. t sei ein RS(Ω)–Term.

Für B(z) :≡ ∀x∈t∃y∈z F (x, y) gilt

HNo(Koll)
∣∣||Koll||
0

Koll wobei Koll :≡ B(LΩ) → ∃z∈LΩB(z).
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Beweis. Der Beweis verläuft genau wie derjenige von Lemma 6.6, wobei hier

der Schluss (refΩ) die Rolle von (mah) übernimmt.

Die Aussagenlogik lässt sich wörtlich wie bei der KPM–Analyse behandeln.

Somit erhalten wir:

Satz A.19 (KPω–Interpretationssatz)

Zu φ ∈ L∈ gibt es ein η ∈ T(Ω) und ein n < ω, so dass

KPω ` φ ⇒ Hη

∣∣ωΩ+ω + n
Ω + n

φΩ

gilt.

Aufgrund der einfacheren Gestalt der verfeinerten Operatoren, können wir die

Kontrolleigenschaft der Operatoren in diesem Kalkül direkter ausnutzen. Die

Rolle, die die η–Kollabierung für die Hη–Operatoren spielt, kann hier von einer

einfachen Art der Beschränkung (Teil (ii) im folgenden Lemma) übernommen

werden.

Satz A.20 (Beschränkung)

(i) H
∣∣α
ρ Γ, C & α ≤ β ∈ H ∩ γ & C ∈ Σ≤1(γ) ⇒ H

∣∣α
ρ Γ, C(β,γ)

(ii) Hη[Θ]
∣∣α
0

Γ,∃x∈Lω A(x) & Γ ⊆ ∆0(ω)

⇒ Hη+1[Θ]
∣∣α
0

Γ, ∃x∈LFθ̄ηΘ̌A(x)

Beweis. (i) Der Beweis aus [Rathjen 1994b], Lemma 7.6, greift auch für diesen

Kalkül.

(ii) durch Induktion nach α. Im interessanten Fall ist ∃x∈Lω A(x) die Hauptfor-

mel des letzten Schlusses. Aufgrund der Schnittfreiheit und wegen Γ ⊆ ∆0(ω)

kommt als Schluss nur (
∨

) in Frage. Also haben wir

Hη[Θ]
∣∣α0

0
Γ,∃x∈Lω A(x), ι

◦
∈ Lω ∧ A(ι) für ein ι ∈ Tω.

Es ist o.E. |ι| ∈ stg(A(ι)) ⊆ Hη[Θ], daher gilt |ι| = N |ι| < Fθ̄ηΘ̌. Wegen

ι
◦
∈ Lω ≡ ι

◦
∈ LFθ̄ηΘ̌ und stg(∃x∈LFθ̄ηΘ̌ A(x)) = stg(∃x∈Lω A(x)) ∪ {Fθ̄ηΘ̌} ⊆

Hη+1[Θ] (mit Hilfe von Lemma A.9 (iii)) folgt die Behauptung mit (
∨

) aus

der Induktionsvoraussetzung.
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Satz A.21 (Imprädikative Schnittelimination)

Sei Γ ⊆ Σ≤1(Ω) und Θ < θ̄(η + 1)0.

Hη[Θ]
∣∣α
Ω + 1

Γ ⇒ Hα̂+1[Θ]
∣∣θ̄α̂0
· Γ mit α̂ := η ⊕ ωΩ⊕α

Beweis durch Induktion nach α. Die Schlüsse (
∧

), (
∨

) und (refΩ) können wie

in 7.6 behandelt werden, wobei man untenstehende Eigenschaften nutzt.

(a) θ̄ηΘ̌ < θ̄(η + 1)0 < θ̄α̂0

(b) θ̄α̂0 ∈ Hα̂+1[Θ]

(c) α0 ∈ Hη[Θ0] ∩ α & Θ0 < θ̄(η + 1)0

⇒ θ̄α̂00 < θ̄α̂0 & Hα̂0+1[Θ0] ⊆ Hα̂+1[Θ0]

(a) und (b) folgen aus Lemma A.4 (iii) bzw. A.9 (iii).

(c) Es ist α̂0 < α̂ und aus α0 ∈ Hη[Θ0] folgt mit (a) SCΩα̂0 < θ̄α̂0, wodurch sich

θ̄α̂00 < θ̄α̂0 mittels Lemma A.4 (iii) offenbart. Die Inklusion der Operatoren

folgt mit Lemma A.9 (iv) aus N(α̂0 + 1) ≤ Nα̂ + Nα0 < Nα̂ + Fθ̄η(Θ0)̌ <

Φ(Nα̂ + Fθ̄α̂(Θ0)̌).

4. C ist ein RS(Ω)–Satz mit rk(C) ≤ Ω und es gilt

(1) Hη[Θ]
∣∣α0

Ω + 1
Γ, (¬)C mit α0 < α und lh(C) ∈ Hη[Θ].

4.1. rk(C) < Ω. Aus stg(C) ⊆ Hη[Θ] folgt mit (a) SCΩrk(C) = SCΩstg(C) <

θ̄α̂0, also wegen rk(C) < Ω auch rk(C) < θ̄α̂0. Die Behauptung kann somit

aus der Induktionsvoraussetzung mit (cut) erschlossen werden.

4.2. rk(C) = Ω, also o.E. C ≡ ∃x∈LΩ A(x). Es ist Γ, C ⊆ Σ≤1(Ω), daher

können wir die Induktionsvoraussetzung auf die Herleitung von Γ, C aus (1)

anwenden.

Hα̂0+1[Θ]
∣∣θ̄α̂00
· Γ,∃x∈LΩ A(x)

Durch Beschränkung A.20 (i) erhalten wir wegen θ̄α̂00 ∈ Hα̂0+1[Θ]

Hα̂0+1[Θ]
∣∣θ̄α̂00
· Γ,∃x∈Lθ̄α̂00A(x).
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Um später einen Schnitt durchführen zu können, setzen wir Monotonie ein.

(2) Hη′+1[Θ]
∣∣θ̄η′0
· Γ,∃x∈Lθ̄α̂00A(x) mit η′ := α̂0 ⊕ ωΩ⊕α0 + 1

Die Herleitung von Γ,¬C in (1) wird mit Persistenz A.15 bearbeitet:

Hα̂0+1[Θ]
∣∣α0

Ω + 1
Γ,∀x∈Lθ̄α̂00 ¬A(x)

Wegen Γ,∀x∈Lθ̄α̂00 ¬A(x) ⊆ Σ≤1(Ω) kann nun die Induktionsvoraussetzung

zum Einsatz kommen.

(3) Hη′+1[Θ]
∣∣θ̄η′0
· Γ,∀x∈Lθ̄α̂00 ¬A(x)

Bevor der Schnitt durchgeführt wird, soll der Operator in (2) und (3) auf

Hα̂+1[Θ] erhöht werden. Dies ist nach Lemma A.9 (iv) möglich, denn es gilt:

• η′ + 1 < α̂

• (η′ + 1)∗ < θ̄α̂0 wegen η∗ < θ̄η0 < θ̄α̂0 und α∗0 < θ̄ηΘ̌ < θ̄α̂0

• N(η′ + 1) ≤ 4 +Nα0 +Nα̂0 ≤ 4 + 2Nα0 +Nα̂ ≤ 4 +Nα̂ + 2Fθ̄ηΘ̌

≤ Φ(Nα̂ + Fθ̄α̂0)

Mit dem erhöhten Operator können (2) und (3) wegen rk(∃x∈Lθ̄α̂00A(x)) =

θ̄α̂00 < θ̄α̂0 und θ̄η′0 < θ̄α̂0 und lh(∃x∈Lθ̄α̂00A(x)) = lh(C) ∈ Hη[Θ] ⊆
Hα̂+1[Θ] zur Behauptung zurecht geschnitten werden.

Aus Lemma 8.3 erhalten wir den folgenden partiellen Korrektheitssatz:

Lemma A.22 (partielle Korrektheit) Sei stg(Γ) ⊆ ω. Dann gilt

H
∣∣α
ω Γ[~s ] ⇒ ILω |=

∨
Γ[o(~s )]

Damit haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um den Hauptsatz für die Cha-

rakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen von KPω beweisen zu

können.
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Satz A.23 (Hauptsatz)

Sei φ ∈ ∆0 eine L∈–Formel mit FV (φ) ⊆ {x, y}.
Gilt KPω ` Lomega(z) → ∀x∈z ∃y∈z φ(x, y), so gibt es ein η < ϑεΩ+1 mit

ILω |= ∀x∃y∈ILFη(|x|) φ(x, y).

Beweis. Auf bekannte Weise erhält man durch Einbettung, Schnittelimination

und Inversion für ein η ∈ T(Ω)

Hη[t]
∣∣α
0
∃y∈Lω A(t, y) für alle t ∈ T Ω

ω .

Nun kommt die Kontrolleigenschaft der Hη–Operatoren zum Tragen. Der Teil

(ii) des Beschränkungslemmas A.20 liefert

Hη[t]
∣∣α
0
∃y∈LFθ̄η|t|

A(t, y) für alle t ∈ T Ω
ω .

Eine Anwendung des partiellen Korrektheitssatzes A.22 ergibt

ILω |= ∃y∈LFθ̄η|t|
A(o(t), y) für alle t ∈ T Ω

ω .

Wegen Lemma A.2 und 8.2 folgt hieraus die Behauptung.

Korollar A.24 (Die beweisbar rekursiven Funktionen von KPω)

Die rekursiven Funktionen, deren Totalität in KPω bewiesen werden kann,

sind genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Sub-

stitution, primitiver Rekursion und (FΩ
η )η<ϑεΩ+1

–beschränktem µ–Operator auf

die Funktionen (x 7→ 0), (x 7→ x+ 1) und (~x 7→ xi) erzeugt werden.
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Anhang B

Normabschätzungen für die

Einbettung

In diesem Kapitel werden die lästigen, aber einfachen Rechnungen ausgeführt,

die in der Einbettung benötigt werden. Diese gelten gleichermaßen für die

Systeme RS(Ω), RS(M) und RS(K). Sei also ϑ ∈ {Ω,M,K}. Für das System

RS(Ω) sind die Abschätzungen von no(Ad(b)) überflüssig. Die Untersuchung

der Formeln Adξ(b) erübrigt sich wegen der Identität no(Adξ(b)) = no(Ad(b)).

Lemma B.1

(i) no(a = b) < ω3|a|+1 · 2⊕ ω3|b|+1 · 2⊕ ω2 · 2⊕ 2

(ii) Nno(a = b) ≤ 16 + 6N |a|+ 6N |b|

Lemma B.2

Ist φ(~x) eine LϑAd–Formel mit lh(φLα) ≤ Φ(Nα) und sind ~t RS(ϑ)–Terme mit

|~t | < α und N |~t | ≤ Nα, so gilt:

(i) no(φLα(~t )) < ω3α · lh(φLα)

(ii) Nno(φLα(~t )) < Φ(Nα + 1)

Beweis durch Induktion nach φ. Es wird anstelle von (ii) zunächst

(iii) Nno(φLα(~t )) < Φ(Nα) · lh(φLα)

137
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gezeigt.

• (i) no(Ad(a)) = ω3|a|+2 < ω3α

(iii) Nno(Ad(a)) ≤ 3 + 3N |a| ≤ 3 + 3Nα < Φ(Nα)

• (i) no(a ∈ b) = ω3|a|+2 ⊕ ω3|b|+1 < ω3α

(iii) Nno(a ∈ b) ≤ 3 + 3N |a|+ 2 + 3N |b| ≤ 5 + 6Nα < Φ(Nα)

• Nach Voraussetzung ist lh(φLα) ≤ Nα, also α > 0, daher gilt 2 < ω3α.

(i) no(A ∨ B) = 2 + no(A) + no(B)

<Iv 2 + ω3α · lh(A) + ω3α · lh(B)

≤ ω3α · (lh(A) + lh(B) + 1)

(iii) Nno(A ∨ B) = 2 +Nno(A) +Nno(B)

<Iv 2 + Φ(Nα)lh(A) + Φ(Nα) · lh(B)

≤ Φ(Nα)(lh(A) + lh(B) + 1)

• (i) no(∃x∈LαB(x)) ≤ ω3α ⊕ no(B(∅)) + 1

<Iv ω3α ⊕ ω3α · lh(B)

= ω3α · (lh(B) + 1)

(iii) Nno(∃x∈LαB(x)) ≤ 2 + 3Nα +Nno(B(∅))

<Iv 2 + 3Nα + Φ(Nα) · lh(B)

≤ Φ(Nα)(lh(B) + 1)

• Ist der Beschränkungsterm a 6≡ Lα, so gilt |a| < α

(i) no(∃x∈aB(x)) ≤ ω3|a|+1 ⊕ no(B(∅))

<Iv ω3α ⊕ ω3α · lh(B)

= ω3α · (lh(B) + 1)

(iii) Nno(∃x∈aB(x)) ≤ 2 + 3N |a|+Nno(B(∅))

<Iv 2 + 3Nα + Φ(Nα) · lh(B)

≤ Φ(Nα)(lh(B) + 1)

Die Behauptung (ii) folgt nun wegen lh(φLα) ≤ Φ(Nα) und Eigenschaft (Φ.6):

Nno(φ) < Φ(Nα)2 < Φ(Nα + 1)
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Lemma B.3

(i) no(F (a)) < ω3|a|+2 · nt(F )⊕ no(F (∅))

(ii) Nno(F (a)) < N(ω3|a|+2) · nt(F ) +Nno(F (∅))

Beweis durch Induktion nach F . Tritt a nicht in F (a) auf, so ist die Behauptung

klar. Andernfalls gelten die folgenden Ungleichungen.

• (i) no(Ad(a)) = ω3|a|+2 < ω3|a|+2 ⊕ no(Ad(∅))

(ii) Nno(Ad(a)) = N(ω3|a|+2) < N(ω3|a|+2) +Nno(Ad(∅))

• (i) no(a ∈ a) = ω3|a|+2 ⊕ ω3|a|+1 < ω3|a|+2 · 2 = ω3|a|+2 · nt(a ∈ a)

(ii) Nno(a ∈ a) = Nω3|a|+2 +Nω3|a|+1 < (Nω3|a|+2) · 2
= N(ω3|a|+2) · nt(a ∈ a)

• (i) no(a ∈ b) = ω3|a|+2 ⊕ ω3|b|+1 < ω3|a|+2 ⊕ no(∅ ∈ b)
(ii) Nno(a ∈ b) = Nω3|a|+2 +Nω3|b|+1 < Nω3|a|+2 +Nno(∅ ∈ b)
• (i) no(b ∈ a) = ω3|b|+2 ⊕ ω3|a|+1 < ω3|a|+2 ⊕ no(b ∈ ∅)

(ii) Nno(b ∈ a) = Nω3|b|+2 +Nω3|a|+1 < Nω3|a|+2 +Nno(b ∈ ∅)

• (i) no(A(a) ∨ B(a))

= no(A(a)) + no(B(a)) + 2

<Iv ω3|a|+2 · nt(A)⊕ no(A(∅))⊕ ω3|a|+2 · nt(B)⊕ no(B(∅)) + 2

= ω3|a|+2 · (nt(A) + nt(B))⊕ no(A(∅) ∨ B(∅))

(ii) Nno(A(a) ∨ B(a))

= Nno(A(a)) +Nno(B(a)) + 2

<Iv Nω3|a|+2 · nt(A) +Nno(A(∅))

+Nω3|a|+2 · nt(B) +Nno(B(∅)) + 2

= Nω3|a|+2 · (nt(A) + nt(B)) +Nno(A(∅) ∨ B(∅))

• (i) no(∃x∈aB(x, a))

≤ ω3|a|+1 ⊕ no(B(∅, a))

<Iv ω3|a|+2 ⊕ ω3|a|+2 · nt(B)⊕ no(B(∅,∅))

< ω3|a|+2 · (nt(B) + 1)⊕ no(∃x∈bB(x,∅))

(ii) Nno(∃x∈aB(x, a))
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≤ Nω3|a|+1 +Nno(B(∅, a))

<Iv Nω3|a|+2 +Nω3|a|+2 · nt(B) +Nno(B(∅,∅))

< Nω3|a|+2 · (nt(B) + 1) +Nno(∃x∈bB(x,∅))
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• Sei L|b| 6≡ a.

(i) no(∃x∈L|b|B(x, a))

= ω3|b| ⊕ no(B(∅, a)) + 1

<Iv ω3|b| ⊕ ω3|a|+2 · nt(B)⊕ no(B(∅,∅)) + 1

= ω3|a|+2 · nt(B)⊕ no(∃x∈L|b|B(x,∅))

(ii) Nno(∃x∈L|b|B(x, a))

= Nω3|b| +Nno(B(∅, a))

<Iv Nω3|b| +Nω3|a|+2 · nt(B) +Nno(B(∅,∅))

= Nω3|a|+2 · nt(B) +Nno(∃x∈L|b|B(x,∅))

• Sei b 6≡ a und b 6≡ L|b|.

(i) no(∃x∈bB(x, a))

= ω3|b|+1 ⊕ no(B(∅, a))

<Iv ω3|b|+1 ⊕ ω3|a|+2 · nt(B)⊕ no(B(∅,∅))

= ω3|a|+2 · nt(B)⊕ no(∃x∈bB(x,∅))

(ii) Nno(∃x∈bB(x, a))

= Nω3|b|+1 +Nno(B(∅, a))

<Iv Nω3|b|+1 +Nω3|a|+2 · nt(B) +Nno(B(∅,∅))

= Nω3|a|+2 · nt(B) +Nno(∃x∈bB(x,∅))

Lemma B.4 Für A '
∧

(Aι)ι∈J oder A '
∨

(Aι)ι∈J und ι ∈ J gilt:

(i) no(Aι) < no(A)

(ii) Nno(Aι) < Φ(Nno(A)) · (N |ι|+ 1)

(iii) Nno(Aι) < Φ(Nno(A) +N |ι|)

Beweis. (iii) folgt direkt aus (ii). Bei den Abschätzungen für (ii) wird sehr

grob verfahren. Dazu sei die folgende Erklärung geliefert. Wird eine Summe

abgeschätzt durch einen Term der Gestalt n ·Φ . . ., so folgt aus irgendwelchen

einfachen Gründen, dass jeder Summand gegen Φ . . . abgeschätzt werden kann,

und es kommen höchstens n Summanden vor.

• A ≡ Ad(b), also ist Aι ≡ b = ι und |ι| ≤ |b|.
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(i) no(Aι) ≤ ω3|b|+1 ⊕ ω3|ι|+1 ⊕ ω2 · 2⊕ 2 < ω3|b|+1 · 3 < ω3|b|+2 = no(A)

Dabei ist |b| > 0 für J 6= ∅ zu beachten.

(ii) Nno(Aι) ≤ 16 + 6N |b|+ 6N |ι|

≤ 3 · 6Φ(N |b|+ 1) · (N |ι|+ 1)

≤ Φ(Nω3|b|+2) · (N |ι|+ 1)

= Φ(Nno(A)) · (N |ι|+ 1)

• A ≡ a ∈ Lα, also ist Aι ≡ ι /∈ ∅ ∧ ι = a und J = T ϑα .

(i) no(Aι) ≤ ω3|ι|+2 ⊕ ω ⊕ ω3|ι|+1 · 2⊕ ω3|a|+1 · 2 + ω2 · 2 + 4

< ω3|a|+2 ⊕ ω3α+1 = no(A)

(ii) Nno(Aι) ≤ 18 + 6N |a|+ 6N |ι|+N(ω3|ι|+2)

≤ 18 + 6N |a|+ 6N |ι|+ 3(N |ι|+ 1)

< 18 + 6N |a|+ 9(N |ι|+ 1)

< 3Φ(Nω3|a|+2 +Nα) · (N |ι|+ 1)

< Φ(Nω3|a|+2 +Nω3α+1) · (N |ι|+ 1)

= Φ(Nno(A)) · (N |ι|+ 1)

• A ≡ a ∈ [x ∈ Lα : φLα(u,~t )], also ist Aι ≡ φLα(ι,~t ) ∧ a = ι und J = T ϑα .

(i) Nach Lemma B.2 und B.3 (i) gilt für n := max {lh(a = ι), nt(φ)}
no(Aι) ≤ ω3|a|+1 · 2⊕ ω3|ι|+1 · 2⊕ ω2 · 2⊕ 2⊕ ω3|ι|+2 · n⊕ ω3α · n

< ω3|a|+2 ⊕ ω3α · n⊕ ω3(|ι|+1)

< ω3|a|+2 ⊕ ω3α+1

= no(A)

(ii) Nach Definition der RS(ϑ)–Terme gilt tz(φ) ≤ 2lh(φLα) ≤ 2Φ(Nα).

Nach Lemma B.2 und B.3 (ii) folgt

Nno(Aι)

≤18 + 6N |a|+ 6N |ι|+Nno(φLα(ι,~t ))

≤18 + 6N |a|+ 6N |ι|+ 3(N |ι|+ 1) · nt(φ) + Φ(Nα + 1)

≤18 + 6N |a|+ 9nt(φ) · (N |ι|+ 1) + Φ(Nα + 1)
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≤ 18 + 6N |a|+ 18Φ(Nα + 1) · (N |ι|+ 1) + Φ(Nα + 1)

≤(Φ.5) 18 + Φ(Nω3|a|+2) + Φ(3 +Nα) · (N |ι|+ 1) + Φ(Nα + 1)

≤ 4Φ(Nω3|a|+2 +Nα) · (N |ι|+ 1)

< Φ(Nω3|a|+2 +Nω3α+1) · (N |ι|+ 1)

= Φ(Nno(A)) · (N |ι|+ 1)

• A ≡ A0 ∨ A1, also ist J = {0, 1}.

(i) no(Aι) < no(A0)⊕ no(A1) + 2 = no(A)

(ii) Nno(Aι) < Φ(Nno(A0 ∨ A1)) · (N |ι|+ 1)

• A ≡ ∃x∈Lα B(x), also ist Aι ≡ ι /∈ ∅ ∧ B(ι) und J = T ϑα .

(i) Nach Lemma B.3 (i) gilt

no(Aι) < ω3|ι|+2 ⊕ ω ⊕ ω3|ι|+2 · nt(B)⊕ no(B(∅)) + 2

< ω3α ⊕ no(B(∅)) = no(A)

(ii) Nach Lemma B.3 (ii) gilt

Nno(Aι) = 2 +Nno(ι /∈ ∅) +Nno(B(ι))

≤ 4 +Nω3|ι|+2 + 3(N |ι|+ 1) · nt(B) +Nno(B(∅))

≤ 4 + 3(N |ι|+ 1) + 3Nno(B(∅))(N |ι|+ 1) +Nno(B(∅))

≤ 8Φ(Nα +Nno(B(∅))) · (N |ι|+ 1)

< Φ(Nω3α +Nno(B(∅)) + 1) · (N |ι|+ 1)

= Φ(Nno(A)) · (N |ι|+ 1)

• A ≡ ∃x∈[z ∈ Lα : φLα(z,~t )] B(x), also ist Aι ≡ φLα(ι,~t ) ∧ B(ι) und

J = T ϑα .

(i) Nach Lemma B.2 und B.3 (i) gilt

no(Aι)< ω3|ι|+2 · nt(φ)⊕ ω3α · lh(φLα)⊕ ω3|ι|+2 · nt(B)⊕ no(B(∅))

< ω3α+1 ⊕ no(B(∅))

= no(A)

(ii) Nach Lemma B.2 und B.3 (ii) gilt
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Nno(Aι) = 2 +Nno(φLα(ι,~t )) +Nno(B(ι))

≤ 2 + 3(N |ι|+ 1) · nt(φ) + Φ(Nα + 1)

+ 3(N |ι|+ 1) · nt(B) +Nno(B(∅))

≤ 2 + 6Φ(Nα + 1) · (N |ι|+ 1) + Φ(Nα + 1)

+ 3(Nno(B(∅))) · (N |ι|+ 1) +Nno(B(∅))

≤ 12Φ(Nα +Nno(B(∅))) · (N |ι|+ 1)

< Φ(Nω3α+1 +Nno(B(∅))) · (N |ι|+ 1)

= Φ(Nno(A)) · (N |ι|+ 1)

Damit haben wir alle Hilfsrechnungen beisammen, um die für die Einbettung

entscheidende Aussage über die Monotonie der Operatoren in der Analyse

von RS(M) und RS(K) zu beweisen. Zur Erinnerung sei erwähnt, dass mit Λ

Multimengen von RS(ϑ)–Sätzen bezeichnet werden.

Lemma B.5 Sei A '
∧

(Aι)ι∈J oder A '
∨

(Aι)ι∈J und stg(Λ, A) ⊆ H, wobei

H ein guter Operator ist. Dann gilt für ι, ι1, . . . , ιn ∈ J:

(i) no(Aι) �ι no(A) in H
(ii) stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stglh(Λ, A)? & 1 ≤ n ≤ 2 ·max {nt(B) : B ∈ Λ}

⇒ No(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) + n� No(Λ, A) in H

Beweis. Wir zeigen zunächst eine Hilfsaussage.

(1) stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stglh(Λ, A)? & n ≤ 2 ·max {nt(B) : B ∈ Λ}
⇒ NNo(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) + n ≤ Φ(NNo(Λ, A))

Aus der Voraussetzung folgt n < NNo(Λ). Sei k ∈ {1, . . . , n} so gewählt, dass

N |ιk| = max {N |ιj| : 1 ≤ j ≤ n} ist. Es ist |ιk| ∈ stglh(Λ, A)?, also im

schlimmsten Fall |ιk| = ξ1⊕ · · · ⊕ ξm mit m, ξ1, . . . , ξm ∈ stglh(Λ, A). Dann ist

N |ιk| ≤ m·max {Nξi : 1 ≤ i ≤ m} < (Nno(A)·NNo(Λ))2. Unter Hinzunahme

von Lemma B.4 (ii) können wir (1) durch folgende Rechnung verifizieren.
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• NNo(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) + n =N(No(Λ)⊕ ωno(Aι1 ) ⊕ · · · ⊕ ωno(Aιn )) + n

<NNo(Λ) + n · Φ(Nno(A))(N |ιk|+ 1) + 2n

<4Φ(Nno(A)) · (NNo(Λ))3 · (Nno(A))2

≤Φ(Nno(A) +NNo(Λ) + 1) mit (Φ.7)

≤Φ(NNo(Λ, A))

Da no(A) keine Epsilonzahl ist, gilt NNo(A) = Nωno(A) = Nno(A) + 1. Dies

rechtfertigt die letzte Ungleichung. Jetzt sind wir bereit, die beiden Aussagen

des Lemma zu beweisen.

(i) Es gilt SC(stg(Aι)) ⊆ SC(stg(A, ι)) ⊆ H[ι], also no(A), no(Aι) ∈ H[ι].

Mit Lemma B.4 (i) und (iii) folgt die Behauptung.

(ii) Aus stg(ι1, · · · , ιn) ⊆ stg(Λ, A)? folgt No(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) ∈ H. Außer-

dem gilt

• No(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) + n = No(Λ)⊕ ωno(Aι1 ) ⊕ · · · ⊕ ωno(Aιn ) + n

< No(Λ)⊕ ωno(A) mit Lemma B.4 (i)

= No(Λ, A)

• NNo(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) + n ≤(1) Φ(NNo(Λ, A)).

Mit einer ähnlichen Rechnung können wir die Monotonie der Operatoren der

Analyse von KPω beweisen.

Lemma B.6 Für A '
∧

(Aι)ι∈J oder A '
∨

(Aι)ι∈J und ι, ι1, . . . , ιn ∈ J gilt:

(i) HNo(Λ,Aι)+1[Λ, Aι] ⊆ HNo(Λ,A)+1[Λ, A]

(ii) stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stglh(Λ, A)? & 1 ≤ n ≤ 2 ·max {nt(B) : B ∈ Λ}
⇒ HNo(Λ,Aι1 ,...,Aιn )+1[Λ, Aι1 , . . . , Aιn ] ⊆ HNo(Λ,A)+1[Λ, A]

Beweis. Wir zeigen zunächst eine Hilfsaussage.

(1) stg(ι1, . . . , ιn) ⊆ stglh(Λ, A)? & n ≤ 2 ·max {nt(B) : B ∈ Λ}
⇒ NNo(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) +N(Λ, Aι1 , . . . , Aιn )̌ + 4 ≤ Φ(NNo(Λ, A))

Wie im Beweis des vorigen Lemmas folgt
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(2) n < NNo(Λ) und N |ιj| < (Nno(A) ·NNo(Λ))2 für 1 ≤ j ≤ n.

Für solche ι gilt aufgrund der Normeinschränkung bei der Termdefinition

• N(Aι)̌ < NǍ · (1 + nt(Aι)) +N |ι|

≤ NǍ · (2lh(Aι) + 1) +N |ι|

≤ Nno(A) · 2Φ(max {Nα : α ∈ stg(A)}) + (Nno(A) ·NNo(Λ))2

≤ 3Φ(Nno(A)) · (Nno(A))3 · (NNo(Λ))2

Dies impliziert

(3) N(Λ, Aι1 , . . . , Aιn )̌ < NNoΛ + 3nΦ(Nno(A)) · (Nno(A))3 · (NNo(Λ))2.

Mit den in (2), (3) und Lemma B.4 (ii) versammelten Kräften können wir (1)

verifizieren. Dazu sei ein k mit N |ιk| = max {N |ιj| : 1 ≤ j ≤ n} gewählt.

• NNo(Λ, Aι1 , . . . , Aιn) +N(Λ, Aι1 , . . . , Aιn )̌

< N(No(Λ)⊕ ωno(Aι1 ) ⊕ . . .⊕ ωno(Aιn )) +NNoΛ

+ 3nΦ(Nno(A)) · (Nno(A))3 · (NNo(Λ))2

< 2NNo(Λ) + n+ nΦ(Nno(A))(N |ιk|+ 1)

+ 3nΦ(Nno(A)) · (Nno(A))3 · (NNo(Λ))2

< 7Φ(Nno(A)) · (NNo(Λ) ·Nno(A))3

≤ Φ(Nno(A) +NNo(Λ) + 1) mit (Φ.7)

≤ Φ(NNo(Λ, A))

Da no(A) keine Epsilonzahl ist, gilt NNo(A) = Nωno(A) = Nno(A) + 1. Dies

rechtfertigt die letzte Ungleichung. Jetzt sind wir bereit, die beiden Aussagen

des Lemma zu beweisen. Die kleinen römischen Nummern verweisen auf die

entsprechenden Teile von Lemma B.4.

(i) Es gilt SC stg(Λ, Aι) ⊆ SC stg(Λ, A, ι) und so kann Lemma A.9 angewen-

det werden:

• No(Λ, Aι)+1 = No(Λ)⊕ωno(Aι) +1 <(i) No(Λ)⊕ωno(A) = No(Λ, A)

• SCΩNo(Λ, Aι) ⊆ SCΩstg(Λ, A, ι) < ϑNo(Λ, A)(Λ, A, ι)̌

• NNo(Λ, Aι) + 1 ≤(ii) Φ(NNo(Λ, A) +N |ι|)
< Φ(NNo(Λ, A) + Fθ̄No(Λ, A)(Λ, A, ι)̌)
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(ii) ergibt sich aus den folgenden drei Punkten. Sei α := No(Λ, Aι1 , . . . , Aιn)+

1.

• α = No(Λ)⊕ ωno(Aι1 ) ⊕ · · · ⊕ ωno(Aιn ) + 1

<(i) No(Λ)⊕ ωno(A)

= No(Λ, A)

• SCΩ{α, (Λ, Aι1 , . . . , Aιn )̌ ⊆ SCΩstg(Λ, A) < θ̄No(Λ, A)(Λ, A)̌,

da SCΩX
? ⊆ SCΩX für beliebige Mengen X ⊆ ON gilt.

• Nθ̄α(Λ, Aι1 , . . . , Aιn )̌ ≤(1) Φ(NNo(Λ, A))

Aus den ersten beiden Punkten folgt θ̄α(Λ, Aι1 , . . . , Aιn )̌ <

θ̄No(Λ, A)(Λ, A)̌. Zieht man den letzen Punkt und (iv), (v) aus Lemma

A.6 hinzu, so sieht man Fθ̄α(Λ, Aι1 , . . . , Aιn )̌ < Fθ̄(No(Λ, A) + 1)(Λ, A)̌

ein und damit auch die Behauptung (ii).
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Anhang C

∣∣? Lomegaϑ(Lω)

Aufgrund der Einschränkungen beim Existenzschluss im RS?–Kalkül können

wir nicht einmal für Σ1(ω)–Sätze Vollständigkeit erwarten. Der folgende Satz

schöpft aber die Vollständigkeit des RS?–Kalküls so gut aus, dass sich der

Beweis von |? Lomegaϑ(Lω) leichter als befürchtet gestaltet.

Lemma C.1 (Partielle Vollständigkeit von RS?)

Sei φ ∈ ∆0 und ~a ∈ Tω ∪ {Lω} ∪ {[x∈Lω : Fx] : F ∈ Σ≤1(Lω)}, so dass φ(~a)

eine RS–Formel ist, deren Existenzquantoren von Termen aus Tω beschränkt

werden. Dann gilt

ILω |= φ(o(~a)) ⇒
∣∣? φ(~a)

Beweis. Wir identifizieren Formeln mit den assoziierten Disjunktio-

nen/Konjunktionen und induzieren über deren Schachtelungstiefe in φ(~a). Es

folgt eine Fallunterscheidung nach Gestalt der Formel φ.

• ILω |=
∧

(φι(~a))oι∈J, also ILω |= φι(~a)o für alle ι ∈ J. Liegt eine endliche oder

ein Lω–Konjunktion vor, so ist klar, dass die Induktionsvoraussetzung ange-

wendet werden darf. Ansonsten haben wir es bei der zugrunde liegenden Haupt-

formel mit einer Formel ∀y∈aiA(y) mit ai ≡ [x∈Lω : Fx] mit F ∈ Σ≤1(Lω)

zu tun. Dann ist ∀y∈aiAy '
∧

(ι
◦
∈ ai → A(ι))ι∈Lω ≡

∧
(¬F (ι) ∨ A(ι))ι∈Lω .

Die Formel ¬F (ι) ∨ A(ι) hat eine Gestalt, die uns erlaubt, auch in diesem
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Fall die Induktionsvoraussetzung anzuwenden. Wir erhalten also |? φι(~a) für

alle ι ∈ J, und mit (
∧

)? folgt die Behauptung.

• ILω |=
∨

(φι(~a))oι∈J, also ILω |= φι0(~a)o für ein ι0 ∈ J. Nach Voraussetzung

gibt es ein t ∈ stg(φ(~a)) ∩ Tω, so dass ∀ι∈J (|ι| ≤ |t|), also insbesondere

|ι0| ∈ stg(φ(~a))?. Nach Induktionsvoraussetzung folgt |? φι0(~a) für ein ι0 ∈ J

und mit (
∨

)? folgt die Behauptung.

Beim Betrachten der folgenden Abkürzungen ist zu beachten, dass der seman-

tische Gehalt nicht immer ganz dem Namen entspricht. Zum Beispiel trifft der

Satz u = 〈v, w〉 auch für u = {{v}, {w}, {v, w}} zu. Nichtsdesdotrotz erfüllen

die Formeln ihren Dienst.

Definition C.2 (Abkürzungen)

u = ∅ :≡ ∀x∈u (x 6= x)

u = v + 1 :≡ v ⊆ u ∧ v ∈ u ∧ ∀x∈u (x ∈ v ∨ x = v)

ord(u) :≡ trans(u) ∧ ∀x∈u trans(u)

NatNo(u) :≡ ord(u) ∧ ∀x∈u¬infinite(x) ∧ ¬infinite(u)

u = {v, w} :≡ v ∈ u ∧ w ∈ u ∧ ∀x∈u (x = v ∨ x = w)

u = {v} :≡ u = {v, v}
u = 〈v, w〉 :≡ ∃a∈u∃b∈u (a = {v}∧b = {v, w}) ∧ ∀x∈u∀y∈x (y = v ∨ y = w)

v = 1st(u) :≡ ∃a∈u∃b∈u∃y∈b (a = {v} ∧ b = {v, y})
w = 2nd(u) :≡ ∃a∈u∃b∈u∃x∈a (a = {x} ∧ b = {x,w})
∃〈x, y〉∈g A(x, y) :≡ ∃d∈g ∃a∈d∃b∈d∃x∈a ∃y∈b (d = 〈x, y〉 ∧ A(x, y))

∀〈x, y〉∈g A(x, y) :≡ ∀d∈g ∀a∈d∀b∈d∀x∈a ∀y∈b (d = 〈x, y〉 → A(x, y))

zt(u1, u2) :≡ ∀a∈u1 ∀b1∈u1 ∀x∈a∀y1∈b1 ∀b2∈u2 ∀y2∈b2

(u1 = 〈x, y1〉 ∧ u2 = 〈x, y2〉 → y1 = y2)

Fun(f) :≡ ∀z1∈f ∀z2∈f zt(z1, z2) ∧ ∀z∈f (∃a∈z ∃b∈z ∃x∈a ∃y∈b (z = 〈x, y〉))
v = Powfin(u) :≡ ∀y∈v (y ⊆ u) ∧ ∀x∈u∃y∈v (y = {x}) ∧

∀x1∈v ∀x2∈v ∃y∈v (x1 ⊆ y ∧ x2 ⊆ y ∧ ∀z∈y (z ∈ x1 ∨ z ∈ x2))

gdef(g, v, u) :≡ Fun(g) ∧ NatNo(v) ∧ v = 1st(u) ∧
∃〈x, y〉∈g (x = ∅ ∧ y = ∅) ∧ u ∈ g ∧
∀〈m1, y1〉∈g

(
m1 ∈ v → ∃〈m2, y2〉∈g

(
m2 = m1 + 1 ∧ y2 = Powfin(y1)

))
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fsep(u) :≡ ∃g ∃a∈u∃b∈u∃n∈a∃y∈b (u = 〈n, y〉 ∧ gdef(g, n, u)

fdef(f, u) :≡ Fun(f) ∧ ∃〈x, y〉∈f (x = ∅ ∧ y = ∅) ∧
∀〈m1, y1〉∈f ∃〈m2, y2〉∈f (m2 = m1 + 1 ∧ y2 = Powfin(y1)) ∧
∀x∈u∃〈m, y〉∈f (x ∈ y) ∧ ∀〈m, y〉∈f (NatNo(m) ∧ y ∈ u)

Lomega(u) :≡ ∃f fdef(f, u)

Mit Hilfe der Seperationsformel fsep wird nun ein RS(ϑ)–Term f definiert, für

dessen Standardinterpretation o(f) = {〈m, ILm〉 : m ∈ ω} gilt. Die ersten

beiden Zeilen der Formel fdef(f, u) fordern, dass f mindestens diese Funktion

umfasst. Mit der Forderung ∀〈m, y〉∈f (NatNo(m)) aus dem letzten Konjunk-

tionsglied folgt, dass f genau obige Funktion darstellt. Der andere Teil des

letzten Konjunktionsgliedes besagt, dass der Bildbereich von f eine Teilmenge

von u ist, d.h. ILω ⊆ o(u). Das vorletzte Glied bewirkt schließlich o(u) ⊆ ILω.

Daher leistet die Formel Lomega das Gewünschte und der unten definierte

Term f ist ein Zeuge für sie.

Bezüglich der Komplexitäten obiger Formeln beachte man, dass die Formeln

fsep und Lomega Σ1–Formeln sind, wohingegen alle anderen beschränkte For-

meln sind.

Definition C.3 Wir definieren RS–Terme f und gn für n ∈ ω.

f :≡ [x ∈ Lω : fsepω(x)]

Dies ist wegen lh(fsepω) ≤ Φ(2) = Φ(Nω) ein RS–Term.

Für n ∈ ω können wir mit Lemma 8.2 RS–Terme gn wählen, für die

o(gn) = {〈m, ILm〉 : m ≤ n}
gilt.

Lemma C.4

(i)
∣∣? Fun(f)

(ii)
∣∣? ∀〈m, y〉∈f (NatNo(m) ∧ y ∈ Lω)

Beweis. Für die vorliegenden Formeln kann der partielle Vollständigkeitssatz

C.1 angewendet werden.
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Lemma C.5
∣∣? ∃〈x, y〉∈f (x = ∅ ∧ y = ∅)

Beweis. Setze s :≡ [x ∈ L1 : x = x] ∈ T1. Nach Lemma C.1 gilt∣∣? ∃a∈s ∃b∈s ∃n∈a∃y∈b (s = 〈n, y〉 ∧ gdef(g, n, s)).

Wegen |g0| = 2 ∈ stg(s)? folgt mit einem (
∨

)?–Schluss∣∣? s
◦
∈ f ≡ fsepω(s)

Mit der partiellen Vollständigkeit C.1 erhalten wir∣∣? ∃a∈s ∃b∈s∃x∈a∃y∈b (s = 〈x, y〉 ∧ x = ∅ ∧ y = ∅).

Aus den letzten beiden Herleitungen folgt mit (
∧

)? und (
∨

)? (zulässig wegen

|s| = 1 ∈ stg(f)?)∣∣? ∃〈x, y〉∈f (x = ∅ ∧ y = ∅).

Lemma C.6
∣∣? ∀〈m1, y1〉∈f ∃〈m2, y2〉∈f (m2 = m1 + 1 ∧ y2 = Powfin(y1))

Beweis. Für u1 ∈ Tω gilt entweder 1. oder 2.

1. o(u1) hat keine Gestalt 〈n, ILn〉. Dann folgt mit Lemma C.1 |? u1 6
◦
∈ f und

mit (
∨

)?∣∣? u1

◦
∈ f → ∀a∈u1 ∀b∈u1 ∀m1∈a∀y1∈b ∃〈m2, y2〉∈f

(m2 = m1 + 1 ∧ y2 = Powfin(y1)).

2. o(u1) = 〈m1, ILm1
〉 mit m1 ∈ ω. Seien m2, y2

, u2 ∈ Tω mit o(m2) = m1 +

1, o(y
2
) = ILm1+1 und o(u2) = 〈o(m2), o(y

2
)〉 gewählt (mit Lemma 8.2). Nach

Lemma C.1 gilt (mit m2 als Zeuge für m)∣∣? ∃a∈u2 ∃b∈u2 ∃m∈a∃y∈b (y2 = 〈m, y〉 ∧ gdef(gm2 ,m, u2)).
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Wegen |gm2| = m2 + 3 ∈ stg(u2)? folgt mit einem (
∨

)?–Schluss1∣∣? u2

◦
∈ f.

Des Weiteren erhalten wir mit Lemma C.1∣∣? m2 = m1 + 1 ∧ y
2

= Powfin(y
1
).

Aus den letzten beiden Herleitungen bekommen wir wegen |u2| ∈ stg(y
1
)? mit

einigen (
∨

)?–Schlüssen∣∣? ∃〈m2, y2〉∈f (m2 = m1 + 1 ∧ y2 = Powfin(y
1
)).

Es folgt∣∣? u1

◦
∈ f → ∀a∈u1 ∀b∈u1 ∀m1∈a ∀y1∈b∃〈m2, y2〉∈f

(m2 = m1 + 1 ∧ y2 = Powfin(y1)).

Aus der unter 1. und 2. erstellten Herleitung erhalten wir mit (
∧

)? die Be-

hauptung.

Lemma C.7
∣∣? ∀x∈Lω ∃〈m, y〉∈f (x ∈ y)

Beweis. Für x ∈ Tω setze n := |x| + 1 und wähle u ∈ Tω mit o(u) = 〈n, ILn〉.
Mit Lemma C.1 folgt∣∣? ∃a∈u∃b∈u∃m∈a∃y∈b (a = {m} ∧ b = {m, y} ∧ x ∈ y).

Wie in Lemma C.6 Fall 2. erhalten wir
∣∣? u

◦
∈ f und mit (

∨
)? folgt wegen

|u| = n+ 2 ∈ stg(x)?∣∣? ∃〈m, y〉∈f (x ∈ y).

Mit (
∧

)? erhalten wir die Behauptung.

Korollar C.8 RS(ϑ)
∣∣? Lomegaϑ(Lω)

Beweis. Lemma C.4 bis C.7 und (
∨

)? mit |f | = {ω} ⊆ ∅?.
1Um diesen Schluss (und einen in Lemma C.7) ausführen zu können, haben wir die Menge

X? um die Komponente {m ∈ ω : ∃n∈X ∩ ω (m ≤ n+ 3)} erweitert.
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von (∆0–Koll), 131

von (Π3–Ref), 78

von (Mahlo), 77

von PA, 24

Existenzregel, 61

Formel

∆0, Σk, Πk, 46

RS(ϑ), 46

LϑAd, 46

LRS(ϑ), 45

Prim-, 45
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