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Kapitel 1
Einleitung

Diese Arbeit gehort innerhalb der mathematischen Logik in das Gebiet der
Beweistheorie, dessen Name sich von der Tatsache ableitet, dass in ihm for-
male Beweise die Objekte der Untersuchung sind. Seit Gentzens Beweis der
Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie mit einer Induktion iiber eine Wohl-
ordnung der Lénge ¢y als einzigem nicht-finiten Argumentationsmittel spielen
Ordinalzahlanalysen eine wichtige Rolle in der Beweistheorie. Ein Leitmotiv fiir
beweistheoretische Ordinalzahlanalysen ist eine Fragestellung, die auf Georg
Kreisel zuriickgeht: Haben wir mehr Erkenntnis als die Wahrheit eines Satzes
gewonnen, wenn wir wissen, aus welchem Axiomensystem er abgeleitet werden
kann? Diese Arbeit geht einen der Aspekte an, unter denen man tatséchlich
durch die Kenntnis einer formalen Theorie, die eine gegebene Aussage beweist,
zusétzliche Information erhélt. Haben wir von einer berechenbaren Funktion
f: IN — IN in einer der hier untersuchten Theorien gezeigt, dass zu jedem x ein
Funktionswert f(x) existiert, so gewinnen wir eine Aussage iiber das Wachs-

tumsverhalten dieser Funktion.

Den beweistheoretischen Zugriff auf impradikative Theorien hat Wolfram
Pohlers durch Methode der lokalen Pradikativitit ermoglicht. Gerhard Jéger
hat dieses Prinzip auf Mengenlehren angewendet. Dabei hat er Theorien ver-
wendet, deren Entwicklung auf Saul Kripke und Richard Platek zuriickgeht.

Durch die stetige Weiterentwicklung gibt es inzwischen sehr elegante Ordinal-
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zahlanalysen von Kripke-Platek Mengenlehren, bis hin zu der stédrksten Theorie
KP+(II3-Ref), fiir die bislang eine solche Analyse vollstindig verdffentlicht!
wurde. Besonders durch die Einfithrung der Operator kontrollierten Herleitun-
gen? von Wilfried Buchholz sind die Beweisgéinge sehr durchsichtig geworden.
Um aus einer Ordinalzahlanalyse eine Klassifizierung der beweisbar rekursiven
Funktionen zu gewinnen, gibt es schon lange ein allgemeines Konzept?. Aller-
dings benutzt es schwere metamathematische Methoden und die Ausfithrung
ist technisch so unerfreulich, dass man lieber davon Abstand nimmt, diesen
Weg fiir stdarkere Mengensysteme einzuschlagen. Einen betréchtlichen Fort-

4 erzielt, und zwar iiber

schritt auf diesem Gebiet hat Andreas Weiermann
einen neuen Zugang zu subrekursiven Hierarchien, den er in Zusammenarbeit
mit Wilfried Buchholz und Adam Cichon entwickelt hat®. Diese Methode hat
zwei Nachteile. Zum einen kann man sie nur bei Ordinalzahlanalysen einsetzen,
die auf Bezeichnungssystemen mit totalen Kollabierungsfunktionen beruhen.
Diese gibt es zwar noch fiir Theorien bis zu der Stidrke von KPM, aber es ist
nicht klar, ob man sie fiir KP+(II3—Ref) entwickeln kann, geschweige denn fir
noch stiarkere Theorien, deren Analyse die Zukunft bringen mag. Zum anderen
lasst sich das Verfahren nicht in Zusammenklang mit den Operator kontrol-
lierten Herleitungen bringen. Daher muss man die Analyse im ,alten Stil*
durchfiithren und handelt sich dabei einige technische Schwierigkeiten ein. Der
Blick auf den wesentlichen Beweisgang scheint verstellt.

Also ist es wiinschenswert diese Technik weiterzuentwickeln und mit den Ope-
rator kontrollierten Herleitungen zu verheiraten. Dieses Ziel ist mit der vor-
liegenden Arbeit erreicht. Da fiir das angestrebte Ergebnis endliche Ordinal-
zahlen die entscheidende Rolle spielen, ist es klar, dass der Weg neue Rech-
nungen , auf unterster Ebene* erfordert. Aber aufler diesen zusétzlichen Rech-

nungen braucht man an einer vorliegenden Ordinalzahlanalyse im Stil von

Lin [Rathjen 1994b]

%in [Buchholz 1991a]

3Dies wird z.B. in [Pohlers 1992] skizziert.
4in [Weiermann 1996]

®in [Buchholz et al. 1994]



[Buchholz 1991a] bzw. [Rathjen 1994b] nur geringfiigige Anderungen vorzu-
nehmen.

Wir fithren verfeinerte Operatoren H" ein, bei denen der endliche Kontent der
Ordinalzahlen durch den Parameter n kontrolliert wird. Entscheidend dafiir,
dass sich die Analyse so leicht auf diese Operatoren anpassen lasst, ist die
Entdeckung, dass man den Parameter n wihrend des verwickelten Vorgangs
der Schnittelimination nicht, wie die Herleitungslénge, zu kollabieren braucht.
Dies hétte manigfaltige technische Schwierigkeiten mit sich gebracht. Anstatt-
dessen kann man den Parameter ganz am Ende der Analyse durch Anwendung
einer einzigen Kollabierungsfunktion in den abzdhlbaren Bereich bringen (sie-
he n—Kollabierung, Satz 8.5).

Um den Leser mit der neuen Technik zur Bestimmung der beweisbar rekursiven
Funktionen einer Theorie vertraut zu machen, wird im ersten Kapitel die Zah-
lentheorie PA (Peano Arithmetik) untersucht. Dabei wurde viel Wert auf Mo-
tivation und Ausfiihrlichkeit in den Beweisen gelegt. Die Analyse geht auf eine
Entdeckung von Andreas Weiermann zuriick und ist in [Blankertz et al. 1996]
verdffentlicht. Im Hauptteil folgt die Untersuchung der Mengenlehren KPM
und KP+(II3-Ref). Da die Ordinalzahlanalysen dieser Theorien von Wilfried
Buchholz und Michael Rathjen sehr schon und ausfiihrlich veréffentlicht sind,
wurden diejenigen Sétze, die unverdndert iibernommen werden kénnen, nur
zitiert. Hingegen sind alle zusétzlichen Rechnungen, die das neue Verfahren
benotigt, detailliert niedergeschrieben. Der Anhang widmet sich mit dem er-
sten Kapitel der Analyse von KPw. Das Ergebnis hiatte im Hauptteil en pas-
sent mit erledigt werden konnen. Dadurch, dass es hier seperat behandelt wird,
konnen aber einfacher konzipierte Operatoren eingesetzt werden. Dieser An-
satz mag fiir weitere Forschung in diesem Gebiet von Interesse sein. Aufler-
dem stellt die Art, wie der endliche Kontent des Operators kontrolliert wird,
einen Zwischenschritt von PA zu KPM dar und kann somit das Versténdnis der
schweren Analysen erleichtern. Die restlichen beiden Anhangskapitel enthalten
elementare, aber aufwendige Beweise, die wegen ihres geringen Stellenwertes

fiir die Analyse aus dem Hauptteil verbannt wurden.
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1.1 Ideen dieser Arbeit

Bei der beweistheoretischen Untersuchung einer Theorie verwendet man infi-
nitdre Systeme, die — zumindest fiir bestimmte Formelklassen — Schnittelimi-
nation erlauben. In der bekannten Analyse von PA spielt PA, diese Rolle.
Wiéhrend der Schnittelimination fiir impradikative Theorien miissen die Ordi-
nalzahlen im gesamten Beweisbaum kollabiert werden, um die problematischen
Schlussregeln (die das Impréadikative ausmachen) durch unproblematische er-
setzen zu konnen. Damit dieser Vorgang zu einem korrekten Beweisbaum fiihrt
(Kollabierungsfunktionen sind notwendigerweise nicht iiberall streng mono-
ton), diirfen dort nur bestimmte Ordinalzahlen auftreten. Dazu wird in dem
infinitdren System jede Herleitung von einem Operator kontrolliert, der be-
stimmt, welche Ordinalzahlen in welchen Herleitungsschritten erlaubt sind.
Von diesem Gedanken ist die im ersten Kapitel verwendete Methode zur Be-
stimmung der beweisbar totalen Funktionen von PA inspiriert. Jede Herlei-
tung wird von einer Funktion kontrolliert, in der Art, dass Existenzbeispiele
in Abhéngigkeit von Numeralen, die im weiteren Verlauf der Herleitung durch
Allschliisse gebunden werden, nicht stérker wachsen diirfen als die kontrollie-
rende Funktion. Eine schnellwachsende Funktionenhierarchie (F.),<.,, die in
diesem Kalkiil die Ordinalzahlanalyse erlaubt, majorisiert die beweisbar tota-
len Funktionen von PAS. Bei diesem Verfahren kann also direkt die angestrebte
Funktionenhierarchie als Kontrollinstanz in der Herleitungsrelation eingesetzt
werden.

In diesem Aspekt ist die Lage bei der Analyse von KPw &hnlich. Bei der reinen

Ordinalzahlanalyse kann man Operatoren

H,(X) ={a: SCq(a) <X} mit X =& @ D&,
fllI‘X:{gl,,gn}

verwenden. Sie stellen sicher, dass die Kollabierungsfunktion (o — 6a0) fiir

a > 7 (unter gewissen Zusatzbedingungen) auf den Ordinalzahlen aus dem

6Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber den Beweisgang bietet die Movitation im Abschnitt
2.3.
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Operator streng monoton ist. Dieser Operator wird nun durch eine Forde-
rung an die Norm der beinhalteten Ordinalzahlen eingeschréankt, ndmlich durch
Na(a) < Fg,x(0). Diese Restriktion korrespondiert wieder direkt zum ange-
strebten Ziel, der Majorisierung der beweisbar rekursiven Funktionen durch
die Hierarchie (F,)
Funktion {e}

y<Beqy,00 Aus einem schnittfreien Beweis der Totalitét der

Myl VeewJyew T' (e, x,y)  folgt mit Allinversion

Hylx)ly Jyew T' (e, z,y) fiir alle z € w.

Der letzte Schluss war ein Existenzschluss, hatte also die Préamisse
Hylx]fg™ T (e, z,t).

Es ist |t| € H,[z], also gilt |t] = No(|t]) < Fg,.(0) < Fg,,(2).

7

Insgesamt ergibt sich Vo Jy<Fy,,(z) {e}(r) = y, wenn T" eine Version von
Kleenes T-Préadikat in der Sprache der Mengenlehre ist.

Leider scheint sich diese glatte Beweisfithrung nicht auf KPM {ibertragen zu
lassen. Dort haben wir Kollabierungsfunktionen 1, fiir alle reguldren x < M.
Eine Einschrénkung der Operatoren ala Na < Fy,,(0), die das Vorhandensein
weiterer Kollabierungsfunktionen ignoriert, greift zu kurz. Auch wenn das Ziel
der Schnittelimination durch Anwendung einer einzigen Kollabierungsfunktion
g erreicht wird, treten im Induktionsbeweis doch alle moglichen Zwischenkol-
labierungen fiir k£ > €2 auf. Dabei erweist sich die Forderung Na < Fy,,,(0) im
Operator als zu restriktiv. Schwicht man die Bedingung ab zu Na < F,(0),
sieht man sich vor dem unlésbaren Problem, n in den abzdhlbaren Bereich zu
bekommen. Zu n > ) findet man kein ' < €, fiir das F,, < F,, gilt. Um den
Parameter, der den endlichen Kontent des Operators kontrollieren soll, kolla-
bieren zu konnen, muss man sich einer komplexeren Bedingung bedienen. Aus
[Buchholz et al. 1994] kennen wir die Definitionen:

a<ln & a<n & Na<®Np+z) und <, :=TC(<l)
F,(z) := max ({z + 1} U {F,0oF,(z): a<ln})

"Fiir eine formal korrekte Argumentation wird auf den Satz A.20 (ii) verwiesen.
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Aus o <, i folgt Fo(xz) < F,(z). Wir schrénken nun einen Operator H mit
Hilfe der <1,~Relation wie folgt ein

HNX) :=H(X)N{aedom(N) : a<, yn} mit VX :=max {NE: {eX}.

Dadurch haben wir Folgendes erreicht. Wahrend der Schnittelimination kann
der Parameter n grofl bleiben, d.h. er braucht nicht kollabiert zu werden. Die
Bedingung a <,y 1 lésst genug Raum, damit die Schnittelimination mit allen
Zwischenkollabierungen durchgefiihrt werden kann. Ist die Schicht eines Terms
t € L, im Operator H"[z], es gilt also |t| <, 7, so kann man diese Relation

kollabieren zu 9q|t| <, ¥qn. Daraus folgt

[t < Fyop(x) < Fuygy(@).

Also kénnen die beweisbar rekursiven Funktionen von KPM wie oben bei KPw
skizziert, majorisiert werden. Allerdings war es vorschnell zu behaupten, dass
die Relation <1, kollabiert werden kann. Diese Eigenschaft kénnen wir nur
durch eine speziellere Definition der H"-Operatoren sichern. Das Geheimnis
zu liiften, wie dies anzustellen ist, bleibt dem Hauptteil dieser Arbeit iiberlas-

sen.

1.2 Resultate

Zur einheitlichen Darstellung der Ergebnisse dieser Arbeit definieren wir die

beweistheoretischen Ordinalzahlen aller untersuchten Theorien.

o ||PA||:=¢

o || KPwl|| :=Veqi1

o ||[KPM|| :=tq(en1)

o ||KP + (II3-Ref) || := ¥ (exc41)
Dabei sind €2, M und K die kleinste iiberabzahlbare Kardinalzahl, die kleinste
Mahlo Kardinalzahl und die kleinste schwach kompakte Kardinalzahl. ¢, 1q

und PY, sind Kollabierungsfunktionen, die ihre Argumente in den abzdhlbaren
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Bereich kollabieren®. Da ihre Definition aufwendig ist, wird hier nur auf die
Definitionen A.1, 3.4 und 3.15 im Hauptteil verwiesen. Sie werden im Rahmen
von Ordinalzahlbezeichnungssystemen definiert, die sich als primitiv-rekursive
Pradikate auf den natiirlichen Zahlen kodieren lassen. Diese Bezeichnungssy-
steme, die zu jeder obigen Theorie T" entwickelt werden, erméglichen es jeder
bezeichneten Ordinalzahl a eine Norm Nra € IN zuzuordnen. Wir klassifizie-
ren die beweisbar rekursiven Funktionen mit Hilfe schnellwachsender Funktio-
nenhierarchien. Sie werden iiber den Zugang aus [Buchholz et al. 1994] defi-
niert. 2, (k) bezeichne die iterierte zweier Potenzierung, d.h. es ist 23(k) := k
und 2,41 (k) := 2%®) Damit kénnen wir fiir & > 0 die verwendeten Funktio-
nen FZ uniform definieren. Die Wahl der Startfunktionen F{ differiert bei den

untersuchten Theorien®.

e ®PA(7) ;= und fiir die anderen Theorien T sei

e d7(0):=1 und ®T(z):=2,(0) fiir z > 0.

o Fl(z) := max ({®"(2)}U{FloF(z): v <a & Npy < ®'(Npa+x)})
Die bewiesenen Hauptsitze zeigen, dass jede II9-Skolem Funktion einer
Theorie T € {PA, KPw, KPM, KP+(II3-Ref)} von einer Funktion aus der
Hierarchie (F;F)KIITH majorisiert wird. Unter Hinzunahme von Wohlordungs-

beweisen aus der Literatur bekommen wir als Korollar die

Klassifizierung beweisbar rekursiver Funktionen.

Die rekursiven Funktionen, deren Totalitdt in T bewiesen werden kann, sind
genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Substitu-
tion, primitiver Rekursion und (F?)KHTHfbeschranktem pu—Operator auf die
Funktionen (x — 0), (z — 2 + 1) und (Z — x;) erzeugt werden'®.

8Dies ist nur bei Anwendung in Normalform garantiert. Sie liegt in allen drei Fillen vor.
9Es wird FEA(z) = 22 + 1, FKP () = ®KP«(z) und F (z) =  + 1 fiir T = KPM und
KP+(II3-Ref) verwendet. Auf das Wachstumsverhalten der Hierarchien als Ganzes hat diese

Wabhl keinen Einfluss.
1Djie Definition dieser verallgemeinerten Art von beschrianktem p—Operator wird in Defi-

nition 2.16 gegeben.
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Die vorgestellte Technik ist universell. Sie ldasst sich auch auf andere Theo-
rien ausweiten, fiir die man eine Ordinalzahlanalyse mit Operator-Technik
durchfiihren kann. Einen Ausblick gibt Abschnitt 9.

1.3 Hinweis zur Rechtschreibung

Ich habe versucht, die Regeln der neuen Rechtschreibung zu befolgen.

1.4 Danksagung

Besonders danken mochte ich Herrn Professor Wolfram Pohlers, dessen
begeisternde Art meine Faszination fiir Beweistheorie geweckt hat. Er hat
mich ermutigt, meine Doktorarbeit diesem Thema zu widmen und hat deren
Werdegang mit viel Interesse verfolgt. Zusammen mit Herrn Professor Justus
Diller schafft er eine angenehme und freundschaftliche Atmosphére, fiir die
das Institut fiir mathematische Logik und Grundlagenforschung bekannt ist.
HDoz. Dr. Andreas Weiermann hat mich in seine neuen Beweistechniken
eingefithrt, und mir damit ermoglicht, an einem spannenden Punkt in die
Forschung einzusteigen. Er hatte fiir meine Fragen stets ein offenes Ohr
und gute Tips parat. Fiir Verbesserungsvorschldge danke ich Ingo Lepper,
Wolfgang Burr und vor allem Dr. Arnold Beckmann.

Mein herzlicher Dank gilt allen Mitarbeiterinnen, Mitarbeitern und Studie-
renden des Instituts, in deren Mitte ich mich wohlfithle und mit denen ich
gerne zusammenarbeite. Besonders die lebhafte Art von Martina Pfeifer ldsst

meine Laune am Arbeitsplatz immer steigen.



Kapitel 2

Die beweisbar rekursiven
Funktionen von PA

2.1 Introduktion

Ein wichtiges Maf fiir die Stérke einer Theorie ist die Klasse der rekursiven
Funktionen, mit denen man in der Theorie arbeiten kann. Zugriff auf partiell-
rekursive Funktionen hat man iiber Kleenes T—Prédikat. Allerdings kann man
in vielen Theorien nur mit einem kleinen Teil der rekursiven Funktionen arbei-
ten, da die Theorien zu schwach sind, um die Totalitdt dieser Funktionen zu
beweisen.

In diesem Kapitel wird die Klasse der beweisbar rekursiven Funktionen der
Peano Arithmetik (PA) charakterisiert. Seit der ersten Losung dieser Aufgabe
durch Georg Kreisel 1952 hat es viele verschiedene Charakterisierungen und
Beweise gegeben. Der hier vorgestellte Ansatz (aus [Blankertz et al. 1996)) ist
von grofler Durchsichtigkeit und auch technisch leicht nachzuvollziehen. Die
Beweise werden ausfiihrlich dargestellt und mit viel Motivation ausgestattet.
Ein griindliches Verstédndnis des Beweishergangs bei der Analyse von PA ist
niitzlich fiir die Beschéftigung mit den starken Mengensystemen KPM und
KP+(I13-Reflektion), deren Analyse das Hauptanliegen dieser Arbeit ist.

9
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2.2 Formales Praeludium

Bei der Analyse von PA betrachten wir ausschlie§lich Ordinalzahlen unterhalb
von gg. Als Mitteilungszeichen dienen «, 3, ~y, wihrend mit k, 1, m, ... endliche
Ordinalzahlen bezeichnet werden. Wir schreiben die natiirliche Summe von «
und § als a ® 8. Fiir jede Ordinalzahl a < ¢( ist die Norm von «, in Zeichen
Na, die Anzahl der Auftreten des Zeichens w in der Cantor-Normalform von
a. Esist also NO = 0 und N(w* +--- 4+ w*) =n+ Naj + --- + Nay, falls
a1 > -+ >y, ist.

Die nicht-logischen Zeichen der Sprache Lpa sind die Symbole fiir alle primitiv-
rekursiven Funktionen (dies beinhaltet Konstanten) sowie das Relationszeichen
=. Terme werden aus den Funktionszeichen und Variablen (einer abzéhlba-
ren Liste xg,x1,...) wie iiblich gebildet. Gleichungen und negierte Gleichun-
gen zwischen Termen sind Primformeln. Aus ihnen werden Formeln mit den
logischen Operationen A, V,V, 3 gebildet. Negation wird als ein durch die de
Morganschen Regeln definiertes Zeichen behandelt.

Wir bezeichnen mit n die Konstante n und mit S die Nachfolgerfunktion. Wir
schreiben z,y fiir beliebige Variablen, r,s,t fiir Terme, A, B, C' fiir Formeln
und I'; A fiir Formelmengen. A — B ist eine Abkiirzung fiir -A V B und
LA, A, fir TU{A, ... A} und T, A fiir TUA.

Als logischen Rahmen benutzen wir einen Tait-Kalkiil. Die Axiome von PA
sind die Gleichheitsaxiome I',;¢ = ¢ und I',s # t,—As, At fiir jede atomare
Formel A, Nachfolgeraxiome I', Sr # St,r = ¢t und I', St # 0, definierende Glei-
chungen fiir alle primitiv-rekursiven Funktionszeichen (siche [Pohlers 1989])
und das Induktionsschema I'y AQ A Vz (Az — A(Sz)) — Va Az fur beliebige

Formeln Az. Die Herleitungsrelation von PA wird wie folgt definiert.

(Ax) F T falls T ein Axiom von PA ist (s.o0.)

(AN) FTVA;, firallei<2 = FI,AgN A

(V) FTA; fireini<2 = FILAV A

(V) FT'Ay = FI,Vz Az falls y nicht in T', Vo Az auftritt
3) FT,At = FT,30Ac
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(cut) FI,Cund FI',-C = FT.

Da wir PA in ein System einbetten wollen, in dem Schnitte eliminiert werden

konnen, ordnen wir jeder Formel einen Rang zu.
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Definition 2.1 (Rang einer PA-Formel)
o 1k(A) := 0 falls A eine Primformel ist
o 1k(AV B) := rk(AA B) := max {rk(A),rk(B)} +1
o 1k(Vz Ax) := rk(3x Az) := rk(Az) + 1

2.3 Exposition

Sei T' Kleenes T—Pradikat, d.h. T'(e, x,y) bedeutet, dass y eine Berechnung
der Turingmaschine mit Kode e fiir die Eingabe x kodiert. Wir wollen nun
aus einem PA-Beweis der Totalitdt einer rekursiven Funktion auf uniforme
Weise eine majorisierende Funktion aus einer schnellwachsenden Hierarchie
bestimmen. Fiir beweistheoretische Untersuchungen sind Kalkiile von Vorteil,
die Schnittelimination erlauben. Daher fithren wir die folgenden Uberlegungen
in dem System PA,, durch, bei dem das Induktionsschema (das Schnittelimina-
tion in PA verhindert) mit Hilfe der w—Regel (An fiir alle n€IN F Vx Ax) her-
geleitet werden kann. Als Axiome braucht man dann nur wahre Primformeln.
Somit greift die iibliche Schnitteliminationstechnik. Eine besondere Form eines
solchen Systems liegt dieser Untersuchung zugrunde und wird in Definition 2.3
formal eingefiihrt. In diesem System wird aber gegeniiber PA,, zusétzliche In-
formation in jeder Herleitung gespeichert. Die folgenden Erlauterungen sollen
motivieren, warum und wie dies geschieht.

Die Totalitdt der rekursiven Funktion f mit Index e wird von der Formel
Vo 3dyT(e,x,y) ausgedriickt. (Formal korrekt miisste es in unserem Kalkiil
Va Iy xr(e, x,y)=0 lauten, da wir nur Funktionszeichen, aber aufler der Gleich-
heit keine Relationszeichen zugelassen haben.) Wenn dieser Satz in PA herleit-
bar ist, gibt es eine schnittfreie PA,~Herleitung, die nur die folgende Gestalt

haben kann:

=T(e,n, fn) firallen € N (wahre Primformel, also Axiom in PA,,)
F3yT(e,n,y) firalleneN
Fve3yT(e x,y)



2.3. EXPOSITION 13

Die Information, die wir suchen, steckt nur in der ersten Zeile und geht beim
Ubergang zur zweiten durch den Existenzschluss verloren. Es ist der funk-
tionale Zusammenhang zwischen dem Numeral n, das spéter beim Allschluss
eliminiert wird, und dem Numeral fn, das als Zeuge fiir den Existenzschluss
dient. Um eine Aussage iiber das Wachstum einer PA-beweisbar totalen Funk-
tion machen zu kénnen, wollen wir diesen Zusammenhang durch eine zusétz-
liche Bedingung in der Herleitungsrelation kontrollieren. In der beweistheore-
tischen Analyse impréadikativer Theorien mittels lokaler Pradikativitéat braucht
man zusétzliche Information in der Herleitungsrelation, um die Beweisbdaume
zu kollabieren und dadurch partielle Schnittelimination zu ermoglichen. Ein
elegantes Verfahren hierzu stellen die Operator kontrollierten Herleitungen
aus [Buchholz 1991b] dar. Davon inspiriert fithren wir fiir unser Vorhaben
ebenfalls Operator kontrollierte Herleitungen ein. Man kann die Kontrollei-
genschaft dieser Herleitungsrelation (Lemma 2.7) als Kollabierung ansehen:
Die Beschrinkung des Quantors (Jz<w Ax) wird in den endlichen Bereich
kollabiert (Jz<F(0) Azx). Zunéchst treffen wir folgende Definition.

Definition 2.2 (Operatoren) Eine monotone Funktion F: N — IN mit
22 < F(z) nennen wir Operator. Im Folgenden bezeichnen wir mit F, ¥ immer

Operatoren. Zu gegebenem n € IN ist der Operator F[n| definiert durch
Fln]: N — N; z — F(max {z,n}).
Wir schreiben Flky, ..., ky| fir Flki]---[k,] und benutzen die Abkiirzungen
F<F & VeeN F(z)<F(x) und
F<F & VzelN F(z)<F'(z).
Bei Operator kontrollierten Herleitungen ist jeder Herleitung ein Operator
F zugeordnet und innerhalb einer solchen Herleitung wird jede Formelmen-
ge mit einer speziellen Operatorversion F[n| versehen. Das Ziel besteht darin

zu sichern, dass bei einer Herleitung von F F Vx 3y A(z,y) der Zeuge fiir den

Existenzschluss auf Jy A(n, y) unterhalb von F(n) zu finden ist. Zur Zeit des
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Existenzschlusses weiss man freilich noch nicht, welches Numeral der Formel
A(n,y) im weiteren Verlauf der Herleitung durch einen Allschluss gebunden
wird und somit als Argument fiir die kontrollierende Funktion F dienen soll.
Die Herleitungsrelation sollte daher so beschaffen sein, dass die Information,
welches Argument bei einem Allschluss gebunden wird, schon bei fritheren Her-
leitungsschritten zur Verfiigung steht. Um diese Idee umzusetzen, verfihrt man
wie folgt: Bei einem Allschluss (An fiir alle n€IN - Va Ax) geht man vom Ope-
rator F[n| zu F tiber, ansonsten wird der Operator von Pramisse zu Konklusion
iibernommen. Die Herleitungsschritte oberhalb - An haben also den Operator
F[n] zur Disposition. Dadurch ist bei einem friitheren Existenzschluss die Infor-
mation bereitgestellt, um den gewiinschten Funktionalzusammenhang herzu-
stellen. Um dies zu nutzen fordert man bei einem Existenzschluss (An - 3z Az)
mit Operator F, dass die Bedingung n < F(0) erfiillt ist. An dem obigen Herlei-
tungsbeispiel kann man sehen, warum dies im Zusammenspiel das gewiinschte
Resultat liefert.

Fln b T(e,n, fn)
Fln] =3y T(e,n,y) falls f(n) <F[n](0) =F(n)
FrEVedyT(e x,y)

Haben wir also eine F—kontrollierte Herleitung der Totalitét einer rekursiven
Funktion f, so wissen wir, dass diese von der kontrollierenden Funktion F
majorisiert wird (f < F'). Damit haben wir also ein Werkzeug zum Bestim-
men von einhiillenden Funktionen.

Wir wollen diejenigen rekursiven Funktionen majorisieren, deren Totalitéit von
PA bewiesen werden kann. Wie man an obiger Herleitung sieht, ist das Sy-
stem PA, so stark, dass es die Totalitat jeder rekursiven Funktion herleiten
kann. Wir sind aber nur an solchen PA_—Herleitungen interessiert, die aus
der Einbettung von PA-Herleitungen stammen. Eine Funktionen-Hierarchie
F majorisiert die PA-beweisbar totalen Funktionen, falls fiir jede von PA in
PA, eingebettete Herleitung eine kontrollierende Funktion aus F gefunden

werden und jede F-kontrollierte Herleitung mit F € F in eine schnittfreie
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F'~kontrollierte Herleitung mit F' € F transformiert werden kann. Der Be-

weisgang sieht wie folgt aus:

PAFVz3yT(e, z,y)
= FrVedyT(e,x,y) fireinFeF
= FhoVeIyT(e z,y) firein ' € F
Mittels V-Inversion erhalten wir
= F'[n]toIyT(e,n,y) fiirallen e N
Der letzte Schluss muss ein (3)-Schluss sein, also ist der Zeuge < F'(n).
Es gilt! somit VneN {e}(n) < F'(n).

Natiirlich muss noch irgendwo eine Schwierigkeit liegen, denn bisher ist nicht
klar, welche Eigenschaft die Hierarchie F erfiillen muss, um die beweisbar to-
talen Funktionen von PA einhiillen zu kénnen. Zur Kontrolle der eingebetteten
Herleitungen geniigen relativ schwach wachsende (ndmlich primitiv-rekursive)
Funktionen. Die einzige Hiirde, die es noch zu nehmen gilt, ist die Schnittelimi-
nation. Um das Reduktionslemma oft genug iterieren zu kénnen, nehmen wir
noch eine zusétzliche Bedingung in das System der Operator kontrollierten
Herleitungen auf und definieren eine Hierarchie iiber den Buchholz-Cichon-
Weiermann-Zugang zu subrekursiven Hierarchien. Mit dieser Hierarchie kann
die PA—Analyse durchgefiihrt werden.

2.4 Durchfithrung

Wir beginnen mit der fiir den Beweisgang zentralen Definition. Grundlage fiir
das System der Operator kontrollierten Herleitungen bildet PA,. Es werden
daher nur geschlossene Formeln betrachtet. Die kontrollierende Funktion dient
dazu, die Gréfle von Existenzbeispielen abzuschétzen und zwar in Abhéngig-
keit von Numeralen, die spéater zu Allschliissen verwendet werden. Um die

Schnittelimination durchfithren zu koénnen, wird auch Information iiber die

!Diese Argumentation ist etwas gemogelt, aber auch formal korrekt nicht viel schwieriger,

wie man im Beweis von Lemma 2.7 sieht.
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Herleitungsldnge (Na < F(0)) im Operator gespeichert.
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Es sei nochmal darauf hingewiesen, dass wir mit F und F’ in jedem Fall Ope-

ratoren im Sinne von Definition 2.2 bezeichnen.

Definition 2.3 (Operator kontrollierte Herleitungen)

F}% ' gilt, falls Nao < F(0) und einer der folgenden Fille zutrifft:

(Ax) TNA(N) # @
(V) Ay V Aj €T & 3i<2  Jag<a F|20T, 4

d) IrAz el & In<F(0) Jap<o F}% [, An

V) VeAz e I' & VnelN  Hdo,<a F[n”?—” I', An

k(C) < & Jop<a F}% I, (=)C

)
)

(A) Ag A Aj €T & Vi<2  Jay<a FITET, A
€)
(V)
) T

(cut

Dabei haben wir folgende Abkiirzungen benutzt:
o AN ): {A : A ist wahre Primformel}

e FIZT,(-)C & F|FT,C & FE-T,-C

Ohne Riickgriff auf spezielle Funktionen, kénnen die folgenden vier Lemmata

bewiesen werden.

Lemma 2.4 (Monotonie)
Firr<s & a<p & NB<F(0) & F<F gilt

[0 ! B /
F}7 r = F }; r,r.
Beweis durch Induktion nach a bereitet keine Schwierigkeit.

Lemma 2.5 (Inversion)

F}% Ve Ax = VnelN F[n]}% I, An
(i) FE- T, Ao A A1 = Vi<2 FEET, A
(i) FE-T,A & A€ A(N) = F|=T

<
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Beweis. Alle drei Teile werden leicht mittels Induktion nach a bewiesen. Da
im ersten Teil eine Eigenschaft der Operatoren eingeht, soll er gezeigt werden.
(i) Ist Vo Az nicht die Hauptformel des letzten Schlusses, so folgt die Behaup-
tung aus der Induktionsvoraussetzung durch Anwendung eben dieses Schlusses.

Andernfalls befinden wir uns in der Situation
F[m] gm I'Am, Vo Ar  mit o, < o fiir alle m € IN.
Die Induktionsvoraussetzung liefert fiir ein beliebiges n € IN

Fm] [an_m I''Am, An mit o, < o« fiir alle m € IN.

Betrachten wir hiervon nur die Herleitung fiir m := n und beachten, dass jeder
Operator F die Eigenschaft F[n|[n] = F[n] besitzt, so haben wir

F[n]l?—” T, An

erhellt. Eine Anwendung der Monotonie 2.4 fithrt von hier zum Ziel. Die Be-
dingung an die Norm der Herleitungsldnge leitet sich einfach aus der entspre-
chenden Information der gegebenen Herleitung ab: Na < F(0) < F[n](0)

Lemma 2.6 (Reduktion) Sei C' eine Formel Cy V C) oder 3x Az von Rang
< r. Fiir Operatoren F' < F gilt

T -c & PP A Cc = FoRetlpa

Beweis durch Induktion nach (. Interessant ist nur der Fall, dass C' = dz Az

Hauptformel des letzten Schlusses ist. Fiir ein n < F(0) haben wir dann
F}% A C,An mit By < .

Durch die Induktionsvoraussetzung kommen wir zu

(1) FloF }M I, A, An.
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Auf die erste der gegebenen Herleitungen wenden wir die Inversion 2.5 (i) an
(Teil (ii) braucht man fiir den Fall C' = Cy V C}) und erhalten die Herleitung

F'[n] }% T, —An.

Aus der Bedingung n < F(0) resultiert die Abschétzung F'[n] < F'oF, so dass
wir mittels Monotonie (N(a + 8y) < F'oF(0) folgt aus (1))

(2) FoF |2t p A ~an

erlangen. Natiirlich gilt rk(An) < rk(3z Azx) < r. Also steht dem Schnei-
den der Herleitungen (1) und (2) nichts im Wege. Es muss aber noch
gepriift werden, ob der Operator F'oF die ersehnte Herleitungsschranke
a + [ zuldsst. Zu diesem Zweck haben wir jedem Operator das Wachstum
22 < F'(x) abverlangt und in die Voraussetzung dieses Lemmas die Bedingung
' < F aufgenommen. Denn aus den Herleitungen der Voraussetzung folgt
Na < F/(0) und NS < F(0). Mit den benannten Eigenschaften impliziert das
Na+ NS < F'(0) + F(0) < 2F(0) < F'oF(0). Damit ist das zu Erweisende

erwiesen.

Es folgt die schonste Stelle der Analyse. Die Kontrolleigenschaft der Operator

kontrollierten Herleitungen beweist sich fast von selbst.

Lemma 2.7 (Kollabierung)
Flg 3rAz & 1k(A)=0 = 3n<F(0) N An

Beweis durch Induktion nach «. Da die gegebene Herleitung schnittfrei ist,

muss der letzte Schluss ein Existenzschluss sein. Also gilt fiir ein n < F(0)
F}% dr Az, An  mit oy < a.

Ist N = An der Fall, so sind wir fertig, andernfalls gelangen wir mit Lemma

2.5 (iii) und anschlieBender Anwendung der Induktionsvoraussetzung zum Ziel.
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Bei der Einbettung einer in PA hergeleiteten Satzmenge erhélt man, wie bei
der Einbettung in PA,, im allgemeinen eine unendliche Herleitungsldnge o
und einen beliebig grofien endlichen Schnittgrad. (Eine unendliche Herlei-
tungsldnge wird bendtigt, um das Induktionsschema herzuleiten.) Um den
Schnittgrad einer solchen Herleitung auch nur um einen Punkt zu senken,
muss im schlimmsten Fall das Reduktionslemma a—fach iteriert werden und
damit der Kontrolloperator a—mal auf sich selbst angewendet werden. Da dies
fiir beliebige Funktionen keinen Sinn macht, miissen wir an dieser Stelle dazu
iibergehen, eine spezielle Hierarchie zu betrachten, die eine a—fache Iterati-
on (fiir @ < gg) zulésst. Der folgende Zugang zu subrekursiven Hierarchien
stammt von Wilfried Buchholz, Adam Cichon und Andreas Weiermann, siehe
[Buchholz et al. 1994].

Definition 2.8
ea<ly & a<y & Nae<Ny+zx
o I (z):=max ({22 + 1} U{F,0F,(x) : a<l~})
Das Maximum ist definiert, da die Norm N die Figenschaft

card {a <¢gp : Na <k} <w

besitzt.

Im Folgenden wird der Nachweis erbracht werden, dass die Hierarchie (Fy)a<e,
die beweisbar rekursiven Funktionen von PA majorisiert. Dass diese Hierarchie
dquvalent zu den ep-rekursiven Funktionen (bzw. den ordinal recursive func-
tions von Georg Kreisel, siche [Kreisel 1952]) ist, folgt aus [Wainer 1970] und
[Buchholz et al. 1994].

Die Eigenschaften, die von der Hierarchie fiir die weitere Analyse benotigt

werden, fasst folgendes Lemma zusammen.

Lemma 2.9 (Eigenschaften von F.)
(i)  <Fy(z) <Fy(z+1)
(ii) Fy < FyoF, <F,41, insbesondere gilt n < F,(0).
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(iil) @<,y = Fa[n] <F,n]
(iv) Jede Funktion ¥, ist ein Operator.
(V) Zu jeder primitiv-rekursiven Funktion f gibt es ein p < w mit
VkeN f(k) < F,,,(max k).
(vi) Na < F,(0)
(vii) k <F,(n) = F,n k| <F,n]
(vill) g < & Nay <F,(n) = Figaer2ln] < Figati1(n]
Beweis. (i) und (iv) sind klar nach Definition. (v) ldsst sich induktiv nach

der Gestalt der Funktion f zeigen (entlang der induktiven Definition primitiv-

rekursiver Funktionen).

(ii) F, < F.,oF, folgt aus (i): < F,(z). Fiir alle z gilt v <% v+ 1, so dass

F,oF. (x) < F,41(z) nach Definition erfiillt ist. Damit folgt 0 < Fo(0) <

F1(0) < ---, also n < F,(0).

(iii) folgt mit F, < F,0F, aus der Definition.

(vi) Es ist Na <} a, also folgt mit (ii) und (iii) Na < Fya(0) < F,(0).

(vii) k < F,(n) ergibt mit den Abschdtzungen x < F,(x) und F,oF, <F.
F.[n, k](z) = F,(max {n, k,z}) < F,(F,(max {n,z}))

< F,i1(max {n,z}).
(viii) Ist @« = ag + m fiir ein m > 1, so folgt die Behauptung, da in diesem
Fall v @ ap + 2 <95 v ® o+ 1 gilt und mit (iii) auf Frgag42[n] < Frgari(n] fiir
beliebiges n geschlossen werden kann. Nehmen wir also

(1) 7®ap+2<vda
an. Aus der Voraussetzung Nag < F,(n) folgt wegen F., < F.o, und Na >0
(2) Ny®ag+2) < Ny+F,(n)+1< N(y®a)+Fga(n).

Aus (1) und (2) ergibt sich mittels (iii) F,eag+2[Frea(n)] < FroaFrea(n)].
Mit den Monotonieeigenschaften aus (i) und (ii) zieht dies

F’YEBao-i-?[n] < Fogagt2 [F’Y@a(n)] < F 00°F 00 [n] < F'y@a-i—l[n]

nach sich.
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Korollar 2.10

FE 2T, ()0 & tk(C)<r = F 22T

Beweis. Ist C' eine Primformel, so folgt die Aussage aus Lemma 2.5 (iii) im
Verein mit der Monotonie F, < F.; und N(a -2) = 2Na < 2F,(n) <
F,oF,(n) < F,41(n) (Lemma 2.9 (iv) und (ii)). Andernfalls ist die Aussage ein
Korollar zum Reduktionslemma 2.6, wobei ebenfalls die Monotonie F,oF, <

F.+1 zu Hilfe kommt.

Lemma 2.11 (Schnittelimination)

Q w?
Flnli7 T = Freanlnlff—T

Beweis durch Induktion nach «. Interessant ist nur der Fall, dass als letzter
Schluss in der gegebenen Herleitung ein Schnitt vorliegt. Es gilt also

F,[n] ffl T I (=)C' mit ap < «

fiir ein C' von Rang < r. Die Induktionsvoraussetzung fithrt zu

@0

Fv@aoJrl[n] }70:)_ F? (_'>C

Um die Schnittregel zu umgehen, setzen wir an dieser Stelle das Korollar zum

Reduktionslemma 2.10 ein.

ao . 9
Frgagr2[n]f—=T

Wegen w® -2 < w® und Nw* = Na+ 1 < Figat1(n) (nach Lemma 2.9
(vi)) stehen die Chancen gut, mittels Monotonie den Beweis zum Abschluss
zu bringen. Um allerdings mit dem Operator auf die behauptete Gestalt zu
kommen, geht die stdrkste Eigenschaft der Funktionenhierarchie ein. Auch
ist dies die einzige Stelle, an der die Bedingung Na < F(0) der Operator
kontrollierten Herleitungen benétigt wird. Da die Rechenarbeit schon geleistet

ist, geniigt es auf Lemma 2.9 (viii) zu verweisen.
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Als letztes fehlendes Glied ist noch die Einbettung von PA in das System der
Operator kontrollierten Herleitungen zu leisten. Dabei lduft fast alles wie bei
der bekannten Einbettung in PA,, (z.B. in [Pohlers 1989]). Der Einschrénkung
beim Existenzschluss braucht lediglich bei der Einbettung des Induktions-

schemas und des Existenzschlusses Aufmerksamkeit gewidmet zu werden.

Definition 2.12

e A~ A & esgibt eine Formel B und paarweise verschiedene Varia-

: N _
blen xy, ..., x,, sowie geschlossene Terme so,to, ..., Sn,tn, S0 dass s; =

tN fir i <n gilt und A = By, 4, (to, .. tn), A = By 2. (S0, s Sn).

Lemma 2.13 (Tautologie und Einbettung der math. Axiome)
() Av A = Fift A=A mit k=2 1k(A)
(ii) Fir jede Formel A mit FV(A) C {z} gibt es ein k € IN mat
Fefet5 A0) A Va(Az — A(Sz)) — Va Az,

(iii) Fir jedes andere math. Aziom A von PA gibt es ein k < w mit Fk% A.

Beweis. (i) durch Induktion nach rk(A). Ist A eine Primformel, so auch A’ und
wegen A ~ A'ist A, A’ NA(N) # ), d.h. es gilt Fold A, —~A’. Ist A = Vz Bz,

so gilt fir k := 2 - rk(Bz) nach Induktionsvoraussetzung
Fk% Bn,—B'n fiir alle n € .

Wir kénnen den Operator auf Fyo[n] erhthen, was uns erlaubt (n < Fy a(n),

Lemma 2.9 (i)) mit einem Existenzschluss auf

Fleya[n] ]S 1 Bn,3r -B'z

zu schliefen. Ein Allschluss liefert die Behauptung unter Beriicksichtigung von
NE+2 < Fii2(0) aus Lemma 2.9 (ii).

(iii) Da in unserer Formulierung alle mathematischen Axiome von PA aufler
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der Induktion nur atomare Hauptformeln enthalten, kann deren Einbettung

durch Anwendung von (Ax) erfolgen.

(ii) Sei k := 2 - rk(Ax). Wir zeigen durch Induktion nach n:
() FulnlfEE20 40, v (Ar = A(S2)), An

n = 0: Teil (i) liefert Fj}% —AQ, AQ.

n ~ n + 1: Mittels Teil (i) haben wir Fy}% =A(Sn), A(n +1). Wir verbin-
den dies mit der Herleitung, die wir aus der Induktionsvoraussetzung erhalten
mittels (A) zu

Fulnlff 2L A0, ¥ (A — A(S2). Aw) A ~A(Sn), Aln £ 1).

Hieraus folgt (*) durch eine Anwendung von (3). Die Bedingung an den Zeugen
ist durch n < Fy(n) erfiillt. Die Behauptung des Lemmas folgt aus (x) mit (V)

gefolgt von drei Anwendungen von (V).

Lemma 2.14 (Einbettung von PA) Fir jedes T'(Z) das PA F T'(Z) und

FV(T(Z)) C {x1,...,xm} erfillt, gibt esy < w? a <w-2 und r < w, so dass
VieN™  F, [} T(#)

gilt.

Beweis durch Induktion nach einer PA—Herleitung von I' in einem Tait-Kalkiil.

1. Ve A(z,Z) € I'(¥) und T wurde abgeleitet aus I'(Z), A(y,Z) und es gilt

y & {x1,..., 7, }. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es v < w?, @ < w-2 und

r < w mit
VnelN VAeN™  F,[n, i} T(d), A(n, ).

Die Behauptung folgt mit (V), da F,[n, 7] = F,[7][n] ist.
2. Jz Az, %) € T'(Z) und I' wurde abgeleitet aus I'(Z), A(¢(Z), Z). Wir koénnen
x & {x1,....xpn} und FV(t) C {zy,....7,} annehmen. Nach Induktions-

voraussetzung gibt es v < w?, ag < w -2 und ry < w mit

(8) VAEN™ F, [ |2 D(i), A(t(i), ).
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Lemma 2.13 (i) liefert ein k£ < w mit
(4) VieN" Fifl A@N@). @), A (). q).

Da AZ.tN(Z) eine primitiv-rekursive Funktion ist, gibt es nach Lemma 2.9 (v)

ein p < w, fiir welches VZEIN™ tN(Z) < F,,(max ) erfiillt ist. Indem wir

—

p > k wiahlen, bekommen wir Fy, < F. g, ,[77] mit Hilfe von Lemma 2.9 (iii).

Fiir a := max {ap, k} und r > max {ro,rk(A)} erhalten wir

) () A(H(), )

aus (3) und (4) mit Monotonie. Ein Schnitt liefert

VAEN™ o, [)|2 L D(i1), AN (7)., @)

ISy

VAEN™  Frgup il - T(i0), AN (7),

und mit (3) folgt wegen tN(77) < F.gu.p(77) die Behauptung.
3. I' wurde aus I',C' und I', =C' mit einem Schnitt hergeleitet. Nach Induk-

tionsvoraussetzung gibt es 7 < w?, a < w -2 und r < w, so dass
vaeN™  F, [} T(d), (7)C(i, 0)

gilt. Wir wihlen r > rk(C'), um mit (cut) zur Behauptung zu gelangen.

4. Die restlichen Félle werden von Lemma 2.13 abgedeckt oder sind leicht
(Regeln fiir V und A).

Satz 2.15 (Hauptsatz) Sei A eine Primformel mit FV (A) C {x,y} fir die
PA FVz 3y A(x,y) gilt. Dann gibt es ein v < g9 mit

VeeIN3y<F,(z) N Az,y).

Beweis durch Einbettung 2.14, iterierte Schnittelimination 2.11, Inversion 2.5
(i) und Kollabierung 2.7.

Definition 2.16 Wir sagen f ist definiert durch Anwendung eines (F.)y<r—
beschrankten p—Operators auf g, falls f(x) ~ py<F,(z).g(z,y) fir einy <7

18t.
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Korollar 2.17 (Die beweisbar rekursiven Funktionen von PA)

Die rekursiven Funktionen, deren Totalitdt in PA bewiesen werden kann, sind
genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Substitution,
primitiver Rekursion und (F.,)y<-, ~beschrinktem p—Operator auf die Funktio-

nen (x+—0), (x — x + 1) und (¥ — z;) erzeugt werden.

Beweis. Die Tatsache, dass die Totalitét all dieser Funktionen in PA bewiesen
werden kann, folgt daraus, dass man fiir jedes 7 < g eine (primitiv-rekursive)
Ordnung hat, deren Fundierung PA beweist (siche [Pohlers 1989]) und mit
deren Hilfe man daher die Funktionen F., definieren kann.

Sei e ein Index einer rekursiven Funktion, deren Totalitit von PA bewiesen
werden kann, d.h. es gilt PAF Va 3y xr(e, z,y) = 0. Mit dem Hauptsatz 2.15
folgt Va€IN Jy<F,(z) NN |= T'(e, z,y) fiir ein v < g9. Da der Funktionswert
in der Berechnung y kodiert ist, gilt {e}(z) < y und damit {e}(z) < F,(x). Es

ist also
{e}(z) = py<F,(x).xr(e,z,y) fir alle z € N

X7 ist als primitiv-rekursive Funktion in der behaupteten Klasse, also auch

{e}-

2.5 Koda

Mit dem néchsten Kapitel beginnt die Analyse der Theorien KPM und
KP+(II3-Ref). Wer den méchtigen Schritt von PA zu KPM scheut, kann sich
zundchst der Untersuchung von KPw im Anhang A zuwenden. Wie in der
Einleitung beschrieben, stellt die Art des Operatoreinsatzes zur Kontrolle be-
weisbar rekursiver Funktionen bei der Analyse von KPw einen Zwischenschritt
auf dem Weg von PA zu KPM dar.



Kapitel 3
Ordinalzahlen und Hierarchien

In diesem Kapitel stellen wir die Ordinalzahlbezeichnungssysteme T(M) und
T(K) fiir die Analysen der Mengentheorien KPM und KP+(II3-Ref) bereit.
Da sie in [Buchholz 1991b] bzw. [Rathjen 1994b] ausfiihrlich entwickelt wer-
den, kénnen die meisten Ergebnisse zitiert werden.

Um die Formalitéiten moglichst gering zu halten, benutzen wir in dieser Arbeit
als Ordinalzahlbezeichnungssystem kein Termsystem, sondern eine Menge von
Ordinalzahlen, wobei jedes Element dieser Menge eine eindeutige Normalform
in einer endlichen Menge von Konstanten und Funktionen besitzt. Dadurch
kann man bei jeder solchen Ordinalzahl in eindeutiger Weise von einer Term-
darstellung sprechen. Auf diese Darstellung greifen wir zuriick, um jeder Ordi-
nalzahl eine Norm zuzuordnen. Eine Aussage der Art ¢« ist in Normalform*
besagt, dass die Anwendung der Funktion 1, auf das Argument o die Normal-
formbedingung erfiillt.

Seien ON, LIM, AP, EPS, SC die Klassen der Ordinalzahlen, der Limeszah-
len, der additiven Hauptzahlen, der Epsilonzahlen und der stark kritischen
Ordinalzahlen. A\§.e¢ sei die Aufzdhlungsfunktion der Epsilonzahlen. Fiir die
natiirliche Summe der Ordinalzahlen o und [ schreiben wir a @ . ¢ bezeich-
net die Veblen Funktion (d.h. A.paf ist die Aufzdhlungsfunktion der Klasse
{N € AP : Vp<a gpA = A}) und AR, die Aufzdhlungsfunktion der unend-
lichen Kardinalzahlen. €2 steht abkiirzend fiir Ny, bzw. fiir 2; mit Definition

27
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3.2.
Additive Hauptzahlen, die nicht stark kritisch sind, haben eine eindeutige Dar-
stellung paf mit a, 5 < paf. Daher lassen sich die stark kritischen Anteile
einer Ordinalzahl v wie folgt definieren.

e SC(0):=0

e SC(v) :={y} fallsyeSC

o SC(yo+-+7m) ==SC(y)U---USC(y,) fallsn>0 & v >--->,

& Vi<n (v; € AP)

e SC(pap) :=SC(a) USC(B) falls a, 5 < paf
Auflerdem setzen wir zur Abkiirzung

o SC{71,..., 1} =SC(m1)U---USC(v,)

e SC.(v) :== SC(y) Nk

Lemma 3.1
pvaf < pyd &
e a<y & B<pyd oder
e a=7 & <6 oder
e Yy <a & paff <

Definition 3.2
e REG := {a: «a requlir & o > w}
e ol == min{yeSC: a<y}
e =0, Q,:=N, firc>0

Abkiirzung. w® steht fiir ¢0«. Des Weiteren sei wo(«) := o und wy,11(@) :=
w* (@) Analog ist 2,(z) als Iteration der Funktion (z ~— 27) definiert.

Definition 3.3 Se: T C ON. FEine Norm fiir T ist eine Funktion N : T — w
mit folgenden Figenschaften.
e N(0):=0
N(a® §) = N(a) + N(8)
N(ppa) = N(p)+ N(a)+1 falls p,a < ppa
card{a € T: N(a) <k} <w fiir jedes k < w
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3.1 Das Bezeichnungssystem T (M)

Zur Entwicklung des Ordinalzahlbezeichnungssystems fiir die Analyse der
Theorie KPM setzen wir die Existenz einer Mahlo Kardinalzahl voraus. Sei
M eine solche. Mit erheblich groflerem Aufwand kann man dies Bezeich-
nungssystem auch allein mit Hilfe einer rekursiven Mahlo Kardinalzahl
errichten. Dies geschieht in [Rathjen 1994a] und kann mit der Technik aus
[Schliiter 1997] erreicht werden.

Konvention. x und 7 bezeichnen immer Elemente von REG=M | d.h. regulére,

iiberabzéhlbare Kardinalzahlen, die kleiner oder gleich M sind.

Definition 3.4
Durch simultane Rekursion nach o werden Ordinalzahlen .o und Mengen

C(a, B)C ON definiert.
o C(a, B) ist der Abschluss von U {0, M} unter den Funktionen
+, 9, (€ Qe)ecnr und (7, € € C(& ¥rk) = Vr8)ecar-
{FEREG: aeCla,M)=acCla,p)} fallsk=M
{#: ke Cla,k) = ke Cla,p)} falls k < M
o Y.a:= min{f € Dy(«a): Cla,B)NK C [}
Zur Abkiirzung sei

e Cy(a) = Cla, )

o D.(a) =

Definition 3.5 (Ordinalzahlbezeichnungssystem T(M))

Wir definieren induktiv eine Menge T(M) C ON.
e 0,M e T(M)
o o,3,p,6€eT(M) & pé <M = a+f, w* epg, Qe e T(M)
e k,a e TM)NChla) = Yeae T(M)
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Satz 3.6
(1) T(M) Q C(€M+1, 0) N EM41
(11) T(M) N Q2 C Yoenria

Beweis. (i) Da die Kollabierungsfunktionen nur Werte < M annehmen und
die Funktionen (§ — ) und (p§ — @p) fir p > 0 in T(M) nur auf
Werte < M angewendet werden diirfen, gilt T(M) C ep4q. Daraus folgt
durch einen Vergleich der Definition von T(M) mit derjenigen der C—Menge
T(M) C Cearss, 0).

(il) Mit (i) folgt T(M)NQ C Clep41,0) NQ C Colepm+1) NQ C Yalemy)-

Definition 3.7 (Normalform von Ordinalzahltermen)
ea=xr a1 +--Fa, & a=ot--tao &a>a>->a,
& Vi<n (o € AP)
* y=xr paf & y=vaf & o f <y
o u=nr Q2 & pu=Q, & o<upu
o V=nr Yo & y=t.a & kaeCqla)

Der folgende Satz zeigt, dass diese Definitionen ein Ordinalzahlbezeichnungs-
system zur Verfiigung stellen. Damit nehmen wir ein Ergebnis vorweg, dass

sich erst mit Hilfe der folgenden Lemmata beweisen lésst.

Satz 3.8 Jede Ordinalzahl in T(M) hat eine eindeutige Normalform-
Termdarstellung in den Symbolen 0, M, +, v, €, .

Beweis. Diese Aussage folgt aus den Teilen (i), (ii) der Lemmata 3.10 und
3.11 und (ii), (iii) von Lemma 3.12.

Bei der Analyse von KPM bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buchstaben

nur Elemente von T(M).
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Lemma 3.9
i) a<a & <B = Cla,p) CCl,B)
(ii) v € Cla,B) & SC(y) € C(a, b)
(iii) Q, € Cla,p) < oc€Cla,p) firo< M

Beweis. (1) ist offensichtlich und (ii) und (iii) sind in [Buchholz 1991a], Lemma
1.4 a) und b) ausgefiihrt.

Lemma 3.10
(i) Cu(a) N M =yya € {x € REG: Q, =k}
(ii) vya <M & a€ Cyla)
(iil) vya <vyf &
e a<f & aecCy(B) oder
e f<a & f¢Cula)
(iv) >0 = Yu(y+1) <du(yep) & Cu(y+1) CCu(y®p)

Beweise von (i)—(iii) sind in [Buchholz 1991b], Lemma 1.3 a), c), e¢) und

Lemma 1.5 a).

(iv) Es ist vy & 8 € Cp(y @ ) nach (ii). Dann ist aber auch v und weiterhin
v+1 € Cp(y®5) mit Lemma 3.9 (ii). Mit (iii) folgt nun ¢p (7+1) < Yp (7@ 0)
und somit auch Cp(y+1) C Cup(y @ 5).

Teil (ii) des obigen Lemmas sagt insbesondere aus, dass der Term v« fiir
jedes a aus T(M) in Normalform ist. Dies ist die angenehme Eigenschaft der
¥py—Funktionen. Unerfreulich hingegen ist, dass sie im Gegensatz zu den ,,—
Funktionen fiir k < M nicht schwach monoton ist. Aus dem folgenden Beweis
geht hervor, dass die 1,—Funktionen (k < M) bei Anwendung in Normalform

streng monoton sind.

Lemma 3.11 Seim < M
(i) Cr(a) N7 =1Yra € SC\REG
(i) Yra <
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(ili) a < B = Ya<f & Crla) CC(B)
(iv) a<f & a,me Cr(f) = tYra<ip

Beweise sind in [Buchholz 1991b], Lemma 1.3 a)-c) und Lemma 1.6.

Lemma 3.12
(i) REGMNT(M) ={Qpy1: 0 € T(IM)NM}YU {tpp&: € € T(M)}
i) k=0 = Qua=Y
(ii) Kk =Qor1 = Qo <Vpa < Qyiq
(iv) v€C(a,8) & Qo <7<y = 0€C(a,p)

Beweis. Fiir (ii)—(iv) schlage man in [Buchholz 1991b] Lemma 1.4 nach.
(i) Ist k € REG, so gilt k = Q,41 oder kK = §2,,. Wegen Lemma 3.11 (i) kann

im zweiten Fall die Normalform von s nur die Gestalt 13, oder M haben.

Definition 3.13 (Norm fiir Ordinalzahlen aus T(M)) Fir o € T(M)
sei Nyrao die Anzahl der Zeichen M, @, 1) die in der Termdarstellung der

Normalform von o vorkommen (vgl. Definition 3.7 und Satz 3.8).

Lemma 3.14 Sei N die Norm Nyy.

Va<M Jo<M (Q, <a<Q,y1 & No < Na)

Beweis durch Induktion nach Na. Es wird nach der Normalform von « un-
terschieden und eine Darstellung Q.. fiir o angegeben. Dabei ist a™ die

kleinste Kardinalzahl oberhalb von «.

e 07T =0

o (a1 +...+a,)T = af =" Qyy mit No < Noy < N(ag +...+ay,)

e (M)t = 7;7 =" 0,41 mit 7; := max {70, 71} und No < Nvy; <
N(ev0m)

(2,)" = Q41 und Ny < N(Q2,)
(YY) T = Qypyye1 und Neoppy = Noppyy (vgl. Lemma 3.12 (ii))
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Q, falls x = Q,
o o)t = T TP wnd Noy Ny < N(ther)

Qp.yi1 falls K = Yy0o
Dabei gilt (¢,7)T = Qy.y+1 Im zweiten Fall, da fir x = 0 nach
Lemma 3.10 (i) und 3.12 (ii) ¢,y = Qy,., ist. Die Fallunterscheidung ist
nach Teil (i) von Lemma 3.12 vollstandig und besitzt nach Lemma 3.10

(i) exklusive Fille.
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3.2 Das Bezeichnungssystem T (/C)

Fir die Definition von T(K) setzen wir die Existenz einer schwach kom-
pakten Kardinalzahl K voraus. Eine Definition dieser Eigenschaft ist z.B in
[Rathjen 1994b], Definition 4.1 zu finden. Wie man das Bezeichnungssystem
entwickeln kann, auch ohne die Existenz einer grofien Kardinalzahl zu fordern,

kann man aus [Schliiter 1997] lernen.

Konvention. k, 7,7 bezeichnen Elemente von REG<F, d.h. regulire,
iiberabzéihlbare Kardinalzahlen, die kleiner als K sind. Diese Konvention steht
zunéchst in Konflikt mit derjenigen aus dem vorigen Abschnitt. Welche Kon-
vention in Kraft ist, hdngt in Zukunft davon ab, in welchem Bezeichnungs-
system gearbeitet wird. Bei der Analyse von KPM ist dies RS(M), bei der von
KP+(I13-Ref) ist es RS(K).

Definition 3.15 Durch simultane Rekursion nach o werden Ordinalzahlen
Z(a) und WS (a) (fir ¢ < a) sowie Mengen C(a, ), M*C ON definiert.
o C(a, p) ist der Abschluss von B U {0, K} unter den Funktionen
+.0, (€= Qe)ecrc, (7 E(V))y<a und ({77 = T5(7))e<r<a-
e MY :=LIMNK wund fir a >0 sei M* wie folgt definiert:
e M ={n<K: Cla,m)NK=7 & acCla,n)
& VéeC(a, ) Na (ME stationdr in )}
e Z(a) := min(M* N {K})
e Ui(a):=min({peMnNr: Cla,p)Nm=p & mac Cla,p)}U{r})
fir £ < a
Zur Abkiirzung setzen wir
o Ci(a) = Cla,=())
o Ci(a) = Cla, V()

Die bei der Definition von ¥¢ (a) scheinbar fehlende Bedingung & € C(a, p) ist
in p € M enthalten, denn durch & < « folgt € € C(£, p) € C(a, p).



3.2. DAS BEZEICHNUNGSSYSTEM T(K) 35

Definition 3.16 (Ordinalzahlbezeichnungssystem T(K)) Wir definie-
ren induktiv eine Menge T(K) C ON und eine Funktion m : T(KX)NREG<X —
T(K) durch
e 0,K € T(K)
o a,.0,peT(K) & pé <K = oa+f, w, ¢p, Qe E(a) € T(K)
Ist Q, € REG<F 50 sei m(Qy) := 1, und fiir a > 0 sei m(Z(a)) = a.
e 0. {,meT(K)NC(a,7m) & £<a & stat(,n) =  Vi(a) € T(K)
Fiir £ >0 sei m(V(a)) :=&.
Dabei haben wir folgende Abkiirzung benutzt:
o stat(&,m) ;= £ € C(m(m),m) Nm(w) (siehe Satz 3.19 (i1))
Dieses Prdidikat ist nach [Rathjen 1994b] Lemma 5.4 primitiv-rekursiv.

Mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen wir Ordinalzahlen aus dem

Bezeichnungssystem T(K).

Lemma 3.17
(1) T(’C) - C(€K+1, O) N EKc+1
(i) T(K) N2 C W(exs)

Beweis. (i) Da die Kollabierungsfunktionen nur Werte < K annehmen und die
Funktionen (£ — Q) und (p§ — ¢p€) fiir p > 0 in T(K) nur auf Werte < I an-
gewendet werden diirfen, gilt T(K) C ex,. Daraus folgt durch einen Vergleich
der Definition von T(K) mit derjenigen der C-Menge T(K) C C(ex41,0).

(ii) Mit (1) fOlgt T(/C) BRY) g C(&K_H,O) N« g C?)(&C—&—l) N g \IJ%(EIC-H)-

Definition 3.18 (Normalform von Ordinalzahltermen)
o Fiir die Funktionen +, ¢ und (§ — Q) gelten dieselben Normalformbe-
dingungen wie im System T(M), siehe Definition 3.7.
e k=xr=(a) &= kK=E(a) & a>0
e p=\xr Vi(a) & p=Via) & a,&,meCla,m) & (<a
(

& stat(&, )
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Satz 3.19

(i) Jede Ordinalzahl in  T(K) hat eine eindeutige Normalform-
Termdarstellung in den Symbolen 0, K, +, v, Q, =, V.
(ii) Firm & € T(K) gilt:  stat(¢,7) < MS stat. inm

Beweis. Siehe [Rathjen 1994b], Lemma 5.2.

Lemma 3.20
i) a<ad & g<p = Cla,B8) CC, )
(i) Te M* & €€ Cla,m1)Na = meM*
(i) stat(&,m) = weM*
) v€C(a,8) & SC(y) € Ca, B)
(v) Q, €C(a,8) & o0€eC(a,p) firo<Kk

(iv

Beweis steht in [Rathjen 1994b], Lemma 4.11 und 4.18.

Lemma 3.21
(i) Crla)NK =E(e)
(i) E(a) < K & a € Ck(a)
(i) Z(a) <2(8) &
o a<f & aeCk(f) oder
e f<a & (¢ Ckla)
(iv) >0 = E(y+1)<E(rep) & Ce(y+1) S Cr(yoh)
(v) Bo<Bi <K = Zadpb) <Z(adpb)
(vi) a <K = a<ZEa)

Beweis. (i) ist klar. Fiir (ii), (iii) siche [Rathjen 1994b], Lemma 4.12 und Ko-
rollar 4.13.

(iv) Nach (ii) gilt v& 5 € Cx(y® ), worauf Lemma 3.20 (iv) v+1 € Cr(v®B )
liefert. Mit Teil (iii) folgt die Behauptung.

(v) Aus 1 < K folgt mit (i), (ii) und Lemma 3.20 (iv) f; € Cx(a® /1) NK =
E(a® (). Dann ist aber auch fy € Z(a® £1) C Cx(a® f;) und weitergehend
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a® fy € Cr(ad f), also folgt Z(a® fy) < Z(a @ f1) nach (iii).
(vi) Aus der Voraussetzung folgt in Verbindung mit (i) und (i) o € Cx(a) N
K=Z(a).

Lemma 3.22 Sei ¥&(a) in Normalform.

(i) Cila) N =T (a)

(ii) V(o) e M N7 & a,7m € C(a)

(iii) Ist Wo(B) in Normalform und < m, so gilt Vo < W93 &
ea<f & a,é&meClB) & Vi(a) <k oder
eB3<a & {B,0,k} L Cé(a) oder
ea=0 & rn=m & <0 & £€C(a,V9(B)) oder
ca=08& k=7 & 0 <& & o¢ C(E T (a))

(iv) B<n = W (a® B) in Normalform

(v) V(v +1),99(y @ ) in Normalform und o > 0

= W+ <o) & CUy+1) CCi(1@a)

Beweis. (i) und (iv) sind klar. Fiir (ii), (iii) siehe [Rathjen 1994b] Proposition
4.16 und 4.20.

(v) Nach (ii) gilt v @ o, 7 € C2(y @ ). Mit Lemma 3.20 (iv) bekommen wir
7 +1€ C2y @ a) und via Teil (iii) erschlieBt sich die Behauptung.

Von der W—Vergleichsdquivalenz in (iii) brauchen wir nur ganz einfache Fille.

Hauptsichlich benutzen wir fiir ¥4 («) und ¥4 (3) in Normalform
6B & acCiB) = W(a) < TS

Dabei sieht man die scheinbar fehlende Voraussetzung ¢ € CS(3) wie folgt
ein. Da W¢(3) in Normalform ist, gilt W& (3) € M°. Aus der Definition von M*
bekommen wir die Information ¢ € C(&, Wé(3)) = C5(3).

Die andere Vergleichsart, die wir benétigen, ist noch einfacher: U9 (a) < W& (o).
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Lemma 3.23
(i) M' = {7 < K : 7 schwach unerreichbar}
(i) r¢ M' = 7=Q,41 fireinoc<K
(ili) rTe M* & a>0 = Q=7
(iv) teM' = Q@) = ¥2a)
(v) m=Q01 & a€C(a,m) = Qp <¥a) < Qi
(vi) yeCla,B) & Qp <7< Qpy1 = o€ C(a,p)

Beweis. Fiir (iii)—(v) siehe [Rathjen 1994b] Lemma 4.19.
(i) Da 1 € C(1,7) und LIM stationér in 7 fiir alle reguldren 7 gilt, ist

{r<K: C(l,m)NK =7} = {r <K: 7 schwach unerreichbar}

7ZU zeigen.

'C’ ist klar, da C(1,7) N K abgeschlossen unter A.€) ist.

"D’ Sei 7 schwach unerreichbar. Wir zeigen induktiv nach der Definition der
C-Mengen C(1,7)NK C 7.

Fiir die Funktionen +, ¢ und = ist dies klar, da = nur auf 0 angewendet wer-
den darf und Z(0) = w ist. A{.Q¢ darf nur auf Werte < K angewendet werden.
Sei also 0 € C(1,7) N K. Nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢ < 7 und da
7 schwach unerreichbar ist, folgt €2, < 7. Mit der Y—Funktion diirfen wir in
C(1,7) nur den Wert W°(0) fiir ein x € C(1,7) N REG<* bilden. Nach Induk-

tionsvoraussetzung gilt x < 7, also ist auch W9(0) < k < 7.

(ii) ergibt sich aus (i), wenn man beachtet, dass m nach Konvention eine re-
guldre Kardinalzahl < K bezeichnet und dass die schwach unerreichbaren Kar-

dinalzahlen nach Definition regulidre Limeskardinalzahlen sind.

(vi) wird wie Lemma 4.5 h) in [Buchholz 1991a] bewiesen: Angenommen es gilt
o ¢ C(a, ). Dann sind auch Q,,Q,,1 ¢ C(«, 5). Wir zeigen nun C(a, ) C Y
fir Y := C(a, B)\[Q, Qo41], woraus offensichtlich die Behauptung folgt. Es
ist {0,K} U B C Y. Des Weiteren ist Y abgeschlossen gegen +, p, QK. Die
=-Funktion und W& fiir € > 0 oder 7 € M' nehmen nur regulire Werte an

(siche (iii) und (iv)), also ist Y auch unter diesen Funktionen abgeschlossen
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(Q, ¢ C(a,B) wurde schon gezeigt). Seien v, 7 € Y,y < a mit 7 ¢ M!
gegeben, so dass WY () in Normalform ist. Nach (ii) gilt 7 = Q5 fiir ein 4.
Wegen m € Y C C(e, ) und Q,11 ¢ C(o, B) ist & # o, also folgt mit Teil (v)
Vi(y) €Y.

Definition 3.24 (Norm fiir Ordinalzahlen aus T(K)) Fira € T(K) sei
Nya die Anzahl der Zeichen K, o, 2, =,V die in der Termdarstellung der Nor-
malform von a vorkommen (vgl. Definition 3.18 und Satz 3.19 (i)).

Lemma 3.25 Sei N die Norm Ng.

Va<KIo<K (Q <a< Q1 & No < Na)

Beweis durch Induktion nach Na. Es wird nach der Normalform von « unter-

schieden und eine Darstellung €, fiir at angegeben.

e 07 =0

o (a1 +...+a,)" = af =" Qyy mit No < Noy < N(ag +...+ay,)

e (prom)t = 7 =" Qoy1 mit 45 = max {7, 1} und No < Nv; <
N(pyvom1)

e ()" = Q,1y und Ny < N(2,)

(
(E())* = Qz(y11, da E(y) = Qz(y) nach Lemma 3.23 (i)
(TE ()" = Qe fiir £ > 0 nach Lemma 3.23 (iii).

Qi1 falls m = Q2,41 nach Lemma 3.23 (v)

7)+1

(B 7))+ = 1 ,
Qgo(yy41 falls m € M" nach Lemma 3.23 (iv)
Diese Fallunterscheidung ist nach Lemma 3.23 (ii) vollstdndig und besitzt

nach (ii) exkulsive Fiélle.
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3.3 Subrekursive Hierarchien

In diesem Abschnitt werden die schnellwachsenden Hierarchien (Fy )yeT (M)
und (Ff)weT(;@ eingefiihrt, von denen die KPM bzw. KP+(II3-Ref)-beweisbar

rekursiven Funktionen majorisiert werden.

Definition 3.26 N bezeichne eine Norm. k ist eine feste natiirliche Zahl, und
zwar die Linge einer Formel fsep”, die im Anhang in C.2 definiert wird. Fir

die folgenden Rechnungen reicht es zu wissen, dass k > 36 ist.
e &(0):=1 wund ®(z):= 2,(k) firz>0
e a<MpB & a<f & Na<®(NB+zx) und < :=TC(<?)
ead¥' g e a<)p und <N =TC(<N)
o Fl\(z) :==max ({z + 1} U{FYoF)(z): a<llq})
Dabei ist TC(R) der transitive Abschluss einer zweistelligen Relation R. Wir
schreiben FM und FX anstelle von FNM und FN<. Bei Aussagen, die fiir alle

Normen gelten, oder bei denen klar ist, um welche Norm es geht, wird der obere

Index Ny bzw. Ny bei < und F gerne weggelassen.
Fiir die Definition von F¥ ist die Eigenschaft
card{a € dom(N): Na < k} <w

der Norm N wesentlich. Bei der Definition von o <1 5 haben wir die Voraus-

setzung «, f € dom(N) als Selbstverstandlichkeit verschwiegen.

Lemma 3.27

(@.1) 6°2. (22)" < B(x+1) (©.2) 10- 452 < ®(z)
(83) ¥ < B(s +y) (B.4) B(x) - B(y) < Bz + )
(®.5) 18P(z) < P(x+1) (©.6) 8P(x)? < P(x+1)
(®.7) T0(x) -2 y3 < ®(z+y+1)

Beweis. Fiir x = 0 (bzw. y = 0) rechnet man alle Punkte leicht nach. Seien
also z,y > 0. (®.1) — (®.3) werden fiir ®y(z) := (22)"* < &(x) gezeigt.
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S 6712 (22)7 < ((22)3)77F - (22)" < (22)4F6 < By(z), da k > 10

£ 10 - [452]5 < 2%+ ((22)%)° < (22)3* < @y (x), da k > 34

¥ < (x4 y)EHY) < @z +y)

LB () D(y) < 24(F)2y(k) < (2max w9} (k) < 2max {ogy11(k) < (x+y)
c18®(x) < k- O(x) < P(x+1)

. 8@(.%)2 < 23. 235(]{)2 < 923. (22x_1(k))2 < 92q-1(k)-24+3 < 22z (k) — CD(:L’ + 1)
T0(x) -2yt <O O(a) - B(x) - D(y) <MD Dz +y +1)

o N N N N N R
Ay
N O O s W N -
~— — — ~— S ~— ~—

Lemma 3.28
(i) z <Fy(z) <F,(x+1)
(ii) Fy(x) < Fyqa(x), insbesondere gilt n < F,(z).
(ili) <,y = Falz) <F,(z) & FooF,(x) <F,(z)

Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition.

(i) Aus (i) folgt F,(z) < F,oF,(z) und wegen v <1} v + 1 gilt F,oF,(z) <
Fyi(z).

(iii) o <1, 7y besagt, dass es ay, .. ., a, fiir ein n > 0 gibt, mit @ = ag <} @y <

-+ <At a, = 7. Fiir i < n folgt also F,,,, (z) > Fq,(x) nach Definition von

Q41

F und insgesamt F,(z) < F,(z). Aus ag <% oy folgt nach Definition von F
auflerdem F,oF . (z) = Fy,0F,, (z) < Fy,(z) < F,(2).

3.4 Produkte und <{—Vergleiche

Als néchstes definieren wir die natiirliche und die gewohnliche Ordinalzahlmul-
tiplikation, letztere nur im Spezialfall der Multiplikation von links mit 3 und w.
Um diese Funktionen in den Ordinalzahlbezeichnungssystemen zur Verfiigung
zu haben, fithren wir sie rekursiv auf Addition und w-Potenzierung zuriick.
Die Spezialfiille der gewohnlichen Multiplikation werden fiir die Definition des
Formelranges benutzt.

Bei der folgenden Definition des natiirlichen Produkts wurde darauf verzich-

tet, die Bedingungen der Fallunterscheidung exklusiv zu formulieren. Dadurch
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verringert sich die Anzahl der bendtigten Bedingungen. Natiirlich bleibt die
Definition wohldefiniert, d.h. treffen in einer Situation mehrere Bedingungen

gleichzeitig zu, so liefert jede zugehorige Definition ein und dasselbe Ergebnis.

Definition 3.29 (Natiirliches Produkt)

Wir definieren o ® B durch Rekursion nach o & (. Dabei schreiben wir
S{&1, - &t fir & & @&
e a®0:=0®p:=0
¢ (B D)@ (BB Dfn) = Plau®pfj: 1<i<n, 1<j<mi,
fallsm > 1 oder m > 1
e a®fB = w0  falls o = w und B = w

Dabei miissen w® und w™ nicht Normalformen sein.
Konvention. ® wird vor & bzw. 4+ angewendet.

Lemma 3.30
(i) ® ist kommutativ, assoziativ und distributiv beziiglich @.
(i) <a & >0 = al<a®p

(ili) ag, 1 <a < wylag) @ wa(ay) < wola)

Lemma 3.31 Sei N eine der Normen Ny oder Ni.
a,>0 = Na+NS-1<N(a®B)<3NaNp

Beweis. (i) Fir a, 5 € AP gilt offensichtlich
e No+NB—1< N(a®p) < Na+ NG+ 1.
Fiir 8 =xr B1+-- -+ B mit m > 1 und a € AP gilt also (esist 1 < m < Nf):
e Na®p)= 3" Na®g;) <> (Na+NB;+1)
<mNa+ Nf+m < NaNp+2NS und
e Na®p)= 3" Na®p;) 2m(Na—1)+ N > Na+ N3 — 1.
Somit gilt fir @ =xp 1 + -+, (esist 1 <n < Na):
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e N(a®p) =2 N ® (b &+ & Bn)) <22 (NoyNB +2NB)
= NaNp+2nNp <3NaNf und
e Na®f)= 3 Nai® (B & @ b)) > (Nay + Ng — 1)
= Na+n(NG—-1) > Na+ Ng — 1.
Im Allgemeinen gilt nicht Na- NG < Na® 3, wie man am Beispiel o = § = w
einsehen kann. Die Schérfe der Abschiatzung Na ® f < 3NaN 3 rechnet man

fiir « = B = g¢ - 2 nach.

Definition 3.32 3 -« kann folgendermafen rekursiv definiert werden:
ea=1: 3-1:=3
ea=\p Qg+ -Fa,: 3-a:=3-a+--+3-a,
eac{0}UAP\{1}: 3-a:= «
w -« ldsst sich wie folgt rekursiv definieren.
e =NF Ot - Fta,: W-a:= W0t - F+w:-ay,
ea=w'"mitn<w: w-a:= "t
® sonst : w-ai=

Im folgenden wird der Multiplikationspunkt manchmal weggelassen.

Es folgt eine Auflistung der einfachen Vergleiche mittels der <-—Relation. Das
Lemma wird in den meisten Féllen stillschweigend angewendet. Wie die <1—
Rechnungen der Ordinalzahlanalyse leicht nachzuvollziehen sind, wird nach

der Definition der Operatoren 5.1 erklért.

Lemma 3.33 Sei N eine Norm.

(i) <, ist transitiv

(11)04<1104695w opa und >0 = ata®p

(i) w-aw

(iv) o<, = a®v<, B8y

(V) ag<,n & ap<a = 1.n®@(a+1)<k,n® (a+1)
20w -2, nQw*-2
3,77®W<PP(@0+1).2<1x77®w<ﬁp(a+1).2
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(vi) p+m+2<tn-m  fallsn-m>w

Beweis. (1) und (ii) sind klar. Fiir (iii) zeigt man N(w - o) < 2N« durch
Induktion nach a.

(iv) Gelte v <l 8. Dann ist N(a @) < ®(NB+x)+ Ny < (NS + Nv+z).
Die Iteration dies Arguments liefert die behauptete Aussage.

VM 1Ln@(+)<d'n@ada<,n@ad®dn=n® (a+1)

Fiir die erste Ungleichung muss noch eine Normabschétzung gemacht werden.
Mit (®.4) folgt 3z(y +1) < ®(x) - D(y) < ®(x + y). Im Verein mit Lemma
3.31 sehen wir N(n ® (ap + 1)) < 3Nn - N(ag + 1) < ®(Nn + Nag) <
O(Nn+ Na—1+ Nag) < P(N(n® ad ap)).

2.NQw™ - 24w Bay<,nRw*dn < new -2

Die Normabschéitzung fiir die erste Ungleichung erfolgt analog zu der Rech-
nung unter 1., wobei man in diesem Fall 62(y + 1) < ®(z + y) benutzen muss.
3.7® werlaotl) o 41 n® werlatl) g o <ULN® werletl) ¢ n<'n® werlatl) 9
Bei der Normabschétzung beachte man, dass pp(a + 1) in Normalform ist.

(vi) Np+m+2<®(Nn)+m—1<D(Nn)-m < P(Nn-m)

Bemerkung zu Punkt (v) des obigen Lemmas. Aus der Voraussetzung folgt

nicht 7 @& ap <, 7 @ a. Siehe hierzu die Erorterung auf Seite 66.



Kapitel 4

Kripke-Platek Mengenlehren

und Zwischensysteme

4.1 Die Sprachen £RS(M) und Lig ()

Die Sprachen der halbformalen Systeme RS(M) und RS(K) unterscheiden
sich nur durch die Ordinalzahlen, die bei der Termbildung zugelassen sind,
und dadurch, dass RS(K) Relationszeichen zum Kennzeichnen verschiedener
Zulassigkeitsgrade besitzt. Daher konnen alle folgenden Definitionen uniform

fiir beide Systeme genutzt werden. Dazu sei ¢ € {M, KC}.

Sei Lo die Sprache der Mengenlehre mit € als einzigem nichtlogischen
Grundzeichen. LY, enthilt zusiitzlich ein einstelliges Pridikatszeichen Ad.
Bei £§, fiigen wir zu Le fiir jedes € € T(K) ein einstelliges Pridikatszeichen
Ad® hinzu. Aus Egd entsteht die Sprache Lrgy) durch das Hinzufiigen der
RS(¥)-Terme, die in 4.1 definiert werden. x,y,z bezeichnen im folgenden
Variablen, wahrend u, v fiir Variablen oder fiir RS(¥))-Terme stehen.

Die Primformeln von Lggy) sind v € v, =(u € v), Ad(u) und —~Ad(u). Bei
Lrs(x) haben wir u € v, =(u € v), Ad*(u) und —=Ad*(u) fiir alle £ € T(¥) als
Primformeln. Die restlichen Formeln von Lggg) werden hieraus mit A,V,V,3
gebildet. Die Negation wird durch die de Morganschen Regeln gebildet. Ebenso

45
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sind £}, Formeln definiert, wobei allerdings als Terme nur freie Variablen
benutzt werden diirfen. Ein Quantor, der in der Form Vz (—(z € v) V B(z))
bzw. 3z (z € v A B(z)) (mit v # z) auftritt, heiit beschrénkt. Eine Formel
ohne unbeschrankten Quantor heifit Ag—Formel. Eine ¥;—Formel (II,—Formel)
ist eine £} ,~Formel mit k alternierenden, unbeschriinkten Quantoren, begin-
nend mit einem Existenzquantor (Allquantor), gefolgt von einem Ag—Kern.
Die Ag-Formeln der Sprache Lgrg(y) heifien RS(¢)-Formeln. A" entsteht aus
A durch Beschrankung aller unbeschriankten Quantoren auf w.

Die Lénge 1h(A) einer RS(¥)-Formel A ist definiert als Anzahl der Zeichen
€,Ad,A,V, die in A auftreten (- wird also nicht gezdhlt, Quantoren treten
in RS(d¥)-Formeln nur in beschrankter Form auf, erhohen also die Anzahl
der €—Zeichen einer Formel). Dabei werden keine Zeichen beriicksichtigt, die
innerhalb einer definierenden Formel eines Terms auftreten. Die Termanzahl
nt(A) einer RS(¥)-Formel A ist die Anzahl der freien Variablen und RS(9)-

Terme, die in A auftreten (mehrfaches Auftreten wird mehrfach gezihlt).

Abkiirzungen.

A— B:=-AVB A< B:=(A— B)AN (B — A
Veev A(x) := Ve (x € v — A(z)) JrevA(z) = Jx(z €v A A(z))
uCv:= Vreu(x €v) u=v=uCvAvCu

u#v:= =(u=0) ugv:= —(u€ew)

[u#v]:= ~uCv,~vCu trans(u) := VyeuVrey (x € y)
lim(u) := Veeu3dyeu (x € y) infinite(u) := lim(u) A Jx€u(x C z)

Definition 4.1 (RS (¥)—Terme)
Die RS(V)-Terme und ihre Schichten werden induktiv definiert.
o Fira e T(V), a <9 ist L, ein RS(Y)-Term mit Schicht |L,| = a.
o Ist ¢(x,7) eine LY —Formel mit Ih(¢pt) < ®(Na), FV(¢) C {z,7}
und sind @ RS(9)-Terme mit Schicht < a < 9, SC(|d]) € SC(«) und
Vj (Nlaj| < Na), so ist [x € L, : ¢"(z,a)] ein RS(J)-Term s mit
Schicht |s| = a.
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Die Klasse aller RS(9)-Terme wird mit T° bezeichnet und die Klasse aller
RS(9)-Terme mit Schicht < o mit T?. @ steht fiir L.

Warum die Definition von Termen so starken Einschrénkungen unterzogen
werden muss, sicht man im Beweis von Lemma 5.2 (iv) und 6.1. In Teil
(v) von Lemma 5.2 und im Beweis von Lemma 8.2 sieht man auch, wieso
lh(¢t) < ®(Na) gefordert wird.

Schreiben wir im Folgenden eine RS(¢)-Formel in der Gestalt ¢ (a), so bein-
haltet dies, dass ¢(@) eine £%,;-Formel und @ € T” ist.

Definition 4.2 Fir RS(0)-Terme t setzen wir stg(t) := {|t|} und fir RS(J)-
Formeln definieren wir induktiv

o stg(Ad(D)) == stg(Ad(b)) == {|b]}

o stg(a € b) := {lal, |b[}

o stg(A V B) :=stg(A) Ustg(B)

o stg(dx€a B(x)) := {|a|} Ustg(B(2))

o stg(A) :=stg(—A)  fir die restlichen Formeln A
Zudem sei stg(0) = stg(1l) := 0, sowie |0] := [1| := 0. Sei T eine Menge
von RS(9)-Sdtzen und © eine Menge von RS(¥)—Formeln und Elementen von
T2 U{0,1}.

o stg(0) :=J{stg(¢): t € O}

e Ih(I) := {Ih(C): C €T}

o stglh(I) := stg(I") U (T

e O,1:=0U{} fir.eT?U{0,1}
Beispiel: stg(Ad*(L,) A L, € [v € Ly : Lg € 2]) = {a, 7, k}. Weder 3 noch ¢

gehoren zur stg—Menge.

Definition 4.3 Seien a und b RS(9)-Terme mit |a| < |b|.
a¢ @ falls b=Lg
B(a) falls b=[r € Ls: B(x)]

ach =
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a € b hat unter der Standardinterpretation denselben Wahrheitswert wie a €
b. Obige Definition wurde nur getétigt, um eine uniforme Schreibweise bei

Subformeln zu erzielen.

Definition 4.4 Um den Herleitungskalkiil elegant zu formulieren, wird jedem
RS(¥)-Satz eine Konjunktion oder Disjunktion von einfacheren RS(9)-Sdtzen
mit Indexmenge J C T? U{0,1} zugeordnet.

o Ay vV Ay i~ \/(A),eg mitJ:={0,1}

eachi\/(tEbLAt=a)ey mz’tJ::ﬁg|
Jreb A(z) 2 \/(t € b A A(t))sey mit J =T}
Ad(b) i~ \/(t = b)yey mit J:={L,: k € REG=M & < [b|}
AdS(D) i V(t = D)yey mit J:={L,: ve M & v <|b]}
—A i~ N(=A,) ey, falls A~ \/(A,).es eine Formel obiger Gestalt ist.
Bei der Indexmenge J im Fall Ad(b) ist natirlich k € T(M) stillschweigend

vorausgesetzt, wihrend bei Ad*(b) die v aus T(K) stammen.

Definition 4.5 Sei C € {Ag, X, i 0 k < w}.
e Die Menge aller RS(9)-Sitze A = ¢¥(a) mit ¢(T) € C und @ € T, wird
mit C(«) bezeichnet.
o Yo (a) =3, (a) U{E(a),Ix(a) : k <n}. Analog ist Il<,,(a) definiert.
o Fiir A= ¢~ (d) definieren wir A = ¢*(a@) und schreiben AP fiir Al»
und AP fiir ALse)

Bemerkung: (Endliche) Multimengen sind Aquivalenzklassen von endlichen
Sequenzen unter Permutation, also Folgen, bei denen es nicht auf die Reihen-
folge ankommt, bzw. Mengen, bei denen es auf die Vielfachheiten der Elemente

ankommt.

Definition 4.6 (Rang eines RS (9)—Satzes) Der Rang eines RS()-
Satzes wird induktiv definiert.
o 1k(Ad(b)) := rk(Ad*(b)) := w(3|b] + 2)
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e 1k(a € b) := max {w(3|a| + 2),w(3|0] + 1)}
e k(A V B):= max {rk(A),rk(B)} +1
max {w3|a|,tk(B(2)) +2}  fallsa =L,
max {w(3la| + 1),vk(B(2))} falls a # L,
o tk(A) := rk(—=A) fir die restlichen Sditze A
IA] == w™A) @ .. @ wkAn) | falls A die Multimenge (Ay,--- , A,) ist.

o rk(Izca B(z)) :=

Definition 4.7 (Norm eines RS (9¥)—Satzes) Die Norm eines RS()-
Satzes wird induktiv definiert.

e 10(Ad(D)) := no(Ad*(b)) := w?ltI+2

e no(a € b) := W3lal+2 g 31

e 1o(A V B) := no(A) @ no(B) + 2

e no(Jz€a B(x)) := {w?)a ©no(B(@)) +1 fallsa=L,

W @ no(B(@))  falls a # Ly

e 10(A) := no(—=A) fir die restlichen Sditze A
e No(A) = wW) @ ... @wn) falls A die Multimenge (Ay,--- , Ay)

18t.

Lemma 4.8 Sei A ein RS(V)-Satz und v € EPS.
(i) Ist A ~ N\(A,) ey oder A ~\/(A,).e3, so gilt tk(A,) < 1k(A) fiir . € J.
(ii) stg(A) <y < mno(A), rk(A4) <~
(iii) tk(A) =y <« A=3Jzel,B(z) oder A=VzeL, B(x)
& stg(B(2)) € v
(iv) rk(A) <'no(A) & Ih(A) <! no(A)
(v) 1k(A) < ¥ 4+ w und No(A) < eyy1 gilt fir jede Multimenge A von
RS(¥)-Satzen.
(vi) no(A(s)) <, no(A(t)) gilt fir alle s € 7";9'
(vii) Zu jeder L3 —Formel ¢(T) gibt es ein n < w, so dass tk(¢?(@)) <y +n
fir alle @ e T gilt.
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Die Beweise von (ii), (iv) und (v) folgen direkt aus den entsprechenden Defi-
nitionen. Fiir (i) und (iii) siche [GlaB 1990] Lemma 11.7 und 11.15.

(vi) Tritt = nur einmal in A(z) auf, so gilt No(A(s)) < No(A(t)) und
NNo(A(s)) < NNo(A(t)) + 3N|s| < ®(NNo(A(t)) + N|s|). Die Behauptung
in ihrer Allgemeinheit folgt durch Iteration dieses Argumentes.

(vii) Man addiere die Anzahl der unbeschrinkten Quantoren von ¢(Z) zu den

Auftreten der Zeichen A und V in ¢(Z), um ein solches n zu erhalten.

4.2 Kripke-Platek Mengenlehren

Die nach Saul Kripke und Richard Platek benannte Mengenlehre KP stellt ein
fruchtbares Teilsystem der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre dar. Besonders bei
Hinzunahme starker Reflexionsprinzipien kann in dieser Theroie ein Grofiteil
der fiir die ,,Praxis“ relevanten Mengenlehre entwickelt werden. Obwohl KPw
(KP+Existenz einer unendlichen Menge) eine impradikative Theorie ist, sind
die Axiome so vorsichtig gewéhlt, dass man sich vom Préadikativen nicht weit
entfernt. Dies emdglicht eine gute Zugriffsmoglichkeit {iber die von Wolfram
Pohlers entwickelte Methode der lokalen Préadikativitéit, die als Grundprinzip

dieser Analyse fungiert.

Die Axiome von KPw sind die Allabschliisse folgender Formeln:
(Ext) s=t - ser - ter
(Fund) Vz(Yyer ¢(y) = o(x)) — Vo o(x)
(Paar) Jz(s€z At € z)
(Verein) 3zVzesVyex (y € z)

(Unendl) 3zinfinite(z)
(Ap—Sep) Jz (Vzez(z € s A ¢(z)) AN Vees(p(z) — x € 2)) fiir ¢ € A
(Ag—Koll) VzesIy p(x,y) — IzVaresIyez ¢(x,y) fir o € Ay

KPM entsteht aus KPw durch Auslassen von (Unendl) und Hinzufiigen von
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(Ad1) Ad(s) — trans(s)
(Ad2) Ad(s) A Ad(t) — (setVs=tViteEs)
(Ad3) Ad(s) — ¢° fiir jede Instanz ¢ von
(Paar), (Verein), (Unendl), (A¢—Sep), (Ag—Koll)
(Mahlo) Vz 3y ¢(z,y) — Fz(Ad(z) A Veezyez ¢(x,y)) fir p € Ay

KP+(I13-Ref) entsteht aus KPw durch Ersetzung der (Ay—Koll) durch das
folgende Schema.

(II3-Ref) ¢ — Fz (trans(z) A z # S A ¢?) fir ¢ € I3

4.3 Die Zwischensysteme RS (19)"

Die von Wilfried Buchholz ersonnenen Zwischensysteme RS(?)) bieten ein will-
kommenes Hilfsmittel bei der Einbettung. In ihnen ist ein einfaches Argu-
mentieren moglich, ohne sich um Ordinalzahlschranken kiimmern zu miissen.
Durch Kapitel 6 werden die Sternherleitungen in die infinitdren Systeme iiber-
tragen, in denen die Ordinalzahlanalyse stattfindet.

Um den verfeinerten Operatoren, die in dieser Arbeit in den infinitdren Sy-
stemen verwendet werden, geniige zu tun, muss bei der (\/)*~Regel gegeniiber
[Buchholz 1991a] eine Einschrinkung ausgesprochen werden. Die Anzahl der
Pramissen muss sich mit Hilfe einer Information aus der Konklusion be-
schrianken lassen. Dieser Eingriff macht sich im negativen Sinne nur beim
Beweis des Gleichheitslemmas bemerkbar. Aber selbst dort ist die Zusatzbe-

dingung in natiirlicher Weise erfiillt.
Definition 4.9 Fir X C ON set
X =X U {wtu{se & neX & &,....6 e X}
U {mew: IneXnNw(m<n+3)}.

Diese Definition weicht von der in [Buchholz 1991a] ab. Die hinzugekommene
letzte Komponente wird fiir den Beweis von Lemma 8.6 benutzt. Die vorletz-

te Komponente ist so erweitert, dass man (A¢—Sep) in den unten definierten
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Sternkalkiilen herleiten kann. Dies ist aufgrund der eingeschrinkten Moglich-
keiten bei der Termbildung schwieriger, als in der Analyse von Wilfried Buch-
holz.
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Definition 4.10 (Die halbformalen Systeme RS(M)”* und RS (K)*)
Die Terme und Formeln von RS(9)* sind die RS(9)-Terme und RS(V)-
Formeln. Die RS(9)"~Herleitungen werden von den folgenden Herleitungsre-

geln bzw. Aziomen generiert.

N LN A L (e
(/\) A, /\(AL)LEJ
Llyeo sty €J
* A7AL17"'aALn
(\/) falls & Stg(Lla R Ln) g Stg1h<A7 \/(AL)LEJ>*

A7 \/(AL)LEJ
&1 <n<2-max{nt(B): B € A}

(Fund)” A, Jzel, (Vyex A(y) A —A(x)),VeeL, A(x)
Das System RS(M)* kennt im Gegensatz zu RS(K)* dariiber hinaus

A B(LY) . (k< Ja])

(Ad)" A, Ad(a) — B(a)

(Ref)* A, A — 32€L, A®Y  falls A € Y1 (k)

Wir benutzen die folgenden Schreibweisen.

Es gibt eine RS(M)*~Herleitung d von A, so dass
RS(M)’% A & (rk(B(a)) < p bei jedem (Ad)*—Schluss in d mat
Hauptformel Ad(a) — B(a) gilt.

RS(/C)}i A & es gibt eine RS(K)"~Herleitung von A.
AC Leswy = RS- A

AC Lusary = RS(M)[S A ohne (Ref)*

|1A =

Bei einer RS(V)*~Herleitung = A wird A als Multimenge interpretiert.
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Lemma 4.11
(i) & A4,-4

(i) FaCa wnd Fa=a
(i) Fa€l, wnd L ,#@ fals|a <~
(iv) }1 trans(Ly)
(v) }i Jzel, infinite(x) falls o > w
(vi) X Ad(L,), falls k € REGSM
(vi)) P [s1# ], -, [sn # t], 2A(F), A(D),

falls jedes x; hochstens einmal in der Lc—Formel A(Z) auftritt.

Beweise sind in [Buchholz 1991a] Lemma 2.4, 2.5, 2.7 und 2.8. Die zusétzliche
Beschrinkung beim (\/)*~Schluss kommt hier noch nicht zum Tragen. Nur
beim Beweis des Gleichheitslemmas wird in [Buchholz 1991a] von mehreren

Pramissen zu einer Konklusion geschlossen.

Lemma 4.12 (Gleichheitslemma)
Seien x4, ..., x, genau die freien Variablen der RS(9)—Formel A(Z). Dann gilt
fir§,teT

81 Aty S # e, ~A(8), A().

Beweis. Sei k; die Anzahl der Auftreten der Variablen z; in der Formel A.
fl(gf) entstehe aus A(Z) dadurch, dass man (fir j = 1,...,n) die k; Auftreten
der Variablen x; durch paarweise verschiedenen Variablen y{, e ,yij ersetzt.

Dann ergibt Lemma 4.11 (vii)

’i [31 7é tl]?"' 7[31 7é tl]?"' 7\[871 7é tn]"" 7[371 7é tnla _‘A(E%A(t_’%

k'l?;lal knrnal
wobei man ganz penibel fl(tl, .. ti, ... tn, ..., t,) anstelle von A(t) schreiben
—— —_——
k1-mal kn-mal

miifite und Analoges fiir —=A(S). Mit n (\/)*~Schliissen kann die Behauptung
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hergeleitet werden. Da in A(Z) genau nt(A)-viele Variablen auftreten, gilt
k; < nt(A). Da sich hinter der Abkiirzung [s; # t;] zwei RS(¢)-Formeln
verbergen ist die Bedingung an die Anzahl der Préimissen fiir den (\/)*~Schluss
mit 2 - k; < 2-nt(A(f)) erfiillt. Die stg-Bedingung ist bei einem Schluss mit
Hauptformel Ay V A; trivialerweise erfiillt, denn es gilt stg(0) = stg(1) =0 C
X* fir alle X C ON.

Lemma 4.13
(i) P~ (Bxt)* A (Paar)* A (Verein)* A (Fund)* A (Do-Sep)*  fiir alle A € AP
(i ) ( IS (A KOU) fiir alle € REG="
(iii) RS(M)fy (Ad1)* A (Ad2)* A (Ad3)*  fiir alle A € EPS

Der Beweis von (i) ist in [Buchholz 1991a] Satz 2.9 a). Nur der Beweis
von P~ (Ag—Sep)* bedarf aufgrund der Einschrinkungen bei der Definition
der RS(¥)-Terme in dieser Arbeit einer kleinen Anpassung. Fiir die Schicht
des zu konstruierenden Terms wihle man 0 := |a| @ |¢| + (h(¢). Wegen
a,¢ € Ty und A € AP gilt § < A Dann kann man den RS(¢)-Term
d:= [xr€Lls:x €a A ¢(x,)] definieren. Die nachfolgende (\/)*~Regel kann
wegen § € stglh(JzelyVeey (x € a A ¢(x,¢)) ANVrea(p(z,6) — x € y))* an-
gewendet werden. Ansonsten kann der Beweis wortlich iibernommen werden.
(ii) folgt aus einer Anwendung des Axioms (Ref)*.

(ili) Sei ¢ ein Axiom (Ad1) oder (Ad3). Es gilt also ¢ = Vz (Ad(z) — x(x))
mit x(z) € Ag und nach Lemma 4.11 (iv), (v) und Teil (i), (ii) dieses Lemmas
gilt |5 x(L,) fir K € REG=M. Wegen \ € EPS gilt VacT,M (rk(x(a)) < \),
also erhalten wir mit (Ad)* fiir alle a € T,M : B Ad(a) — x(a) und es folgt
5 o

Nun zu (Ad2). Aus Lemma 4.11 (ii), (iii) folgt Ve, 7 (- L, € L, V L, =
L, V L, € L,). Mit zwei Anwendungen von (Ad)* erhalten wir fiir alle
a,b € TM . i Ad(a) A Ad(b) — (a € bV a=bV b e a)und so folgt
B VzeLyVyeLly (Ad(z) A Ad(y) — (x€yVaex=y VyeEux)).
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Kapitel 5

Operator kontrollierte

Herleitungen

Wir fiithren zunéchst den Begriff Operator ein und definieren dann die verfei-
nerten Operatoren H". Die Entwicklung dieser Verfeinerung ist das wesentliche
Mittel, um aus einer Ordinalzahlanalyse mit Operator kontrollierten Herleitun-
gen eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen zu gewinnen.
Anschliefend werden die infinitdren Systeme dargeboten, in denen Schnitt-
elimination moglich ist. Darauf folgen Beweise der einfacheren Eigenschaften
dieser Kalkiile.

Die Verfeinerung der Operatoren ist abhéngig von der zugrundeliegenden
Normfunktion N € {Np, Nc}. Um die Formeln nicht mit Indizes iiberzu-
strapazieren, machen wir diese Abhéngigkeit in den Schreibweisen <1¥ und H”
nicht explizit sichtbar. Es ist klar, dass beim Kalkiil RS(M) die Operatoren
H" mit Norm Nj; und bei RS(K) mit Norm Ni verwendet werden.

Auch in diesem Kapitel betrachten wir nur Ordinalzahlen aus einem Bezeich-
nungssystem, d.h. mit Pow=“(ON) ist immer Pow<“(ON) N T(¢}) gemeint.

Definition 5.1 (Operatoren)

Eine Abbildung H : Pow~“(ON) — Pow(ON) heifst Operator, falls sie monoton
ist, d.h. wenn X C X' = H(X) C H(X') gilt. Gut nennen wir einen
Operator H, der zusditzlich fiir alle X € Pow<“(ON)

57
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(HO) {0} U X C H(X)
(HI) X' CH(X) = HX)CSHX)
(H2) VnewVa (w* @ ---dw* e H(X) < {ao,...,on} CTH(X))
(H3) a, f e H(X) = paf € H(X)
erfillt. Wir setzen VX = max {N{: £ € X} und fir eine endliche Menge
© von RS(¥)-Sitzen und Elementen von T U {0,1} sei VO := Vstg(0). Zu
gegebenem Operator H werden folgende Relationen und Operatoren gebildet.
o H[O]: X — H(stg(O)UX)
o <V :=TC{(a,B) €Y xY : a<l!j}
e H": X — H(X)N{a: a<ly)((X)77}
Wenn wir H mit einem oberen Index schreiben, setzen wir dabei stillschweigend

voraus, dass H ein guter Operator ist.

Abkiirzungen. Ist keine Verwechselung zu befiirchten, schreiben wir H an-
stelle von H(()), z.B. bei @ € H oder bei stg(I') C H. Des Weiteren benutzen
wir folgende Schreibweisen:

e HCH & VXePow<(ON) (H(X)C H'(X))

® (v <]L n = (6] <]|L‘ n

o aldgn = a<l,gn

: ) ({Cl

® 7 <lg 71 1N H = No<lg M

Die letzte Schreibweise benutzen wir auch fiir Ungleichungsketten:

Mo <oy M o, -+ <o, n I H

steht fiir Vi<n (n; <e, miv1 in H) und impliziert also H™[O©] C H™[O)], falls
Ui ®z Q O ist.

Die Rechnungen mit der <—Relation sind sehr elementar, aber von Zeit
zu Zeit doch etwas verwickelt. Damit die Abschéitzungen trotzdem leicht
nachzuvollziehen sind, werden sie immer in folgender Weise ausgefiihrt. In
jedem Schritt wird entweder die Relation <lg (ohne oberen Index 1) notiert.

Dann wird nur ein Summand durch einen anderen ersetzt, wobei man aus einer
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Voraussetzung weiss, dass diese beiden Summanden in der <g-Beziehung
zueinander stehen. Diese Operation ist nach Lemma 3.33 (iv) zuldssig. In
jedem anderen Fall wird nur die Relation <! eingesetzt. Die Uberpriifung
kann durch einfaches Ausrechnen geschehen. In nicht-trivialen Féllen ist die
Rechnung ausgefiihrt.

Die zusétzliche Bedingung, die das Anhéngsel ,in H“ mit sich bringt, ist
zwar fiir die Analyse von entscheidender Bedeutung!, aber nichtsdestotrotz
ist sie immer aus simplen Griinden erfiillt. Die guten Abschlusseigenschaften
guter Operatoren garantieren, dass man bei den Rechnungen nicht den vom

Operator vorgegebenen Rahmen verlésst.

Bemerkungen.
e Gute Operatoren sind abgeschlossen gegen ®.
e Mit H ist auch H[O] gut.
e " ist nicht gut, selbst wenn H es ist.

Ist H" # (), so gilt n € H und n > 0.

Lemma 5.2 Sei A ~\/(A,).c5 oder A~ \(A,).e;-
(i) H"O, ][] = H"O,
(ii) [ € H O] = HO,] S H"*O]

(i) stglh(A) C H"[O] = rk(A) € H"®°[O]

(iv) stg(A) CH"O] = stg(A) CH"[O,:] firallevel
(v) stglh(A) CH'[O] = 1h(A,) € H"*[O] firaller €]

Beweis. (i) ist klar.

(i) Wegen [¢| € H"[O] gilt || € H[O], also H[O, (] = H[O]. (Nach der Defini-
tion von H" haben wir vereinbart, dass dabei der zugrundeliegende Operator
immer ein guter ist. Daher konnte (H1) eingesetzt werden.) Sei a € H"[O, (]
gegeben, d.h. es gibt 1, . .., 7, aus H[O] mit o = g <12;),L- . '<1é)¢77n =n. Firi <
n gilt also N(n;®|¢|+1) < ®(Nnip+max {VO, N|¢|})+N|e|+1 < O(Nnipq +

1Sie ermoglicht die n-Kollabierung 8.5.
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N|t|+VO)+ N|t|+1 < ®(Nniy + N|o| +1+VO) = O(N(nip1 @ e +1) +VO).
Damit haben wir a<t' o @ ||+ 1< - g @ |¢| +1 =D [¢|+ 1. Mit n; ist
auch n; @ |¢| + 1 € H[O)], also gilt « 43[61 n @ |¢| + 1. Aus der Voraussetzung
|t| € H"[O] folgt n® || +1 43[6} n-2+1, also haben wir a € H7?*1[0] gezeigt.
(iii) Durch Induktion nach A zeigt man rk(A) 479'[[9} w-(3n+3)-1h(A). Daraus
erhélt man die Behauptung durch w- (3n+3)-1h(A) <'w- (3n+4) +1h(4) <g
w-Bn+4)®n<tn®w? in H.
(iv) Diese Aussage ist nicht direkt klar, da in A, auch aufler + Terme auf-
treten konnen, die nicht in A auftreten, d.h. es gilt nicht immer stg(A,) C
stg(A) U {|¢|}. Aussage (iv) gilt nur aufgrund der Einschrinkung fiir innere
Terme bei der Termdefinition 4.1. Sei « = [ € Ly, : B(x)] und t ein Term
in B(xz). Wegen der Giite von H und SC(|t]) € SC(|¢]) gilt [t| € H[O,].
Es gibt einen Term in A mit Schicht 3, so dass |¢|] < (3 gilt. Im Verein mit
g € stg(A) C H"O)] folgt [t| < || < n. Da fiir ¢ auBerdem die Bedingung
NJt| < N|i| gilt, haben wir insgesamt |t| € H"[©, (| nachgewiesen.
(v) Wegen 0 < 1h(A) < n gilt n > 2.

e A=Ad(a) oder A=Ad%(a): lh(t=a) = 59" n-2+4

e A=acl,: lh(t¢o —i1=a) =7<'n-2+4

e A=aczel, : F)]: IF() Ar=a)'v+6<gn+6

<dp-2+44inH
Dabei gilt Ih(F) <t'y nach Definition der RS(¢)-Terme und « € stg(A) C
H"[O] nach Voraussetzung.
A=Ay VvV A 1h(A) <'1h(A) <gn in H
A=3zel, B(x): (¢ o AB()=1hA)+1<gn+1 inH
A=3Fyelz el,: F(x)] Bly): (F() A B() <*y+1h(B)+1
<Ln-2+4 inH

Dabei gilt Ih(F) <!y nach Definition der RS(¢)-Terme und « € stg(A) C
H"[©] nach Voraussetzung.
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5.1 Das infinitdre System RS(M)

Definition 5.3 Wir definieren die Herleitungsrelation der Operator kontrol-

lierten Herleitungen durch Rekursion nach der Herleitungslinge o.
H}% I gilt, falls {a} Ustg(I') CH
und einer der folgenden Fille erfillt ist:
(V) \/(AL)Lej el & H Zéo I' A, mit oy <«  fir ein 1o € J

(A\) /\(AL)LGJ el & H[LH& I'A, mit o, <« firalleveJ

p
<

t K(C)<p & HIYT (=) T

) (C)<p & HEETC mit 050
o, k < «

ref . J2€L, AP €T & HIYCT, A mit
( ) lp_ A < Egl(fi)

o g oo, M < a
(mah)  Joely[Ad(z) A ASM] & HEETA - mit S

Dabei wurde in (cut) folgende Abkiirzung benutzt.
a a a
(- : r r-
H}ﬁ L (m)C @’H’? ,C&H}ﬁ,c

Die Schliisse (/\) und (\/) bezeichnen wir je nach Gestalt der Hauptformel
auch genauer mit (A), (—Ad) und (V), (Ad). Dagegen bezeichnen wir mit (V)
eine Kombination aus einem (V) und einem (/\)-Schluss zu der Regel

H[t]’% [VA(t)  firallet €T,

) H}% I,VzeL, A(z)

a+1eHNa.

Dabei muss natiirlich auch {a} Ustg(I') C H und VzeL, A(z) € I' gelten.
Ebenso findet (3) Verwendung.

Bemerkungen.
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Beim (\/)-Schluss kann man o.E. annehmen, dass stg(co) C stg(A4,,) gilt,
denn falls (¢ nicht in A,, auftritt, kann man im ganzen Beweis ¢y := Ly
wahlen.

Der einzige wesentliche Unterschied zu [Buchholz 1991b] besteht darin,
dass hier die Lénge jeder Schnittformel im Operator sein muss. Die-
se Information wird benétigt, um die pradikative Schnittelimination 5.8
durchfiihren zu koénnen.

Die Bedingung |.0| < a im Schluss (\/) wurde weggelassen, um die Vor-
aussetzungen an die Herleitungsrelation moglichst gering zu halten. Fiir
die Auswirkungen siehe die Bemerkung hinter dem Beschriankungslemma
7.3.

Die gegeniiber [Buchholz 1991a] abweichende Form von (ref,) wurde aus
Geschmacksgriinden gewéahlt und um eine Einheitlichkeit zur Analyse
von KP+(TI3-Ref) zu bekommen. Mit den benétigten kleinen Anderun-
gen funktionieren alle folgenden Beweise auch fiir den (ref,)-Schluss aus
[Buchholz 1991a].

Sollen die RS(M)-Herleitungen von den im néchsten Abschnitt definier-
ten RS(C)-Herleitungen abgehoben werden, so schreiben wir RS(M) :
HE- T

Lemma 5.4 (Monotonie)
Fira<p & p<o & HCH & {B}Ustg(A) CH gilt

%}% r = ng T, A.

Lemma 5.5 (Persistenz)

’H}% I,Vrel, A(z) & BeHNy = H}% T, VzeLs A(x)
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Lemma 5.6 (Inversion)
H7[O)] }% NA)es & el = H“[@,Lo]}% T, A,
rA A I A;
(11> H}? yAg N A = ’Hb VA fiiri <2
(iii) ’H}% LAV A = %}% T, Ay, A
Beweis durch Induktion nach «. Bei (i) benutzt man Lemma 5.2 (i) und (iv).

Lemma 5.7 (Reduktion)
Fiir A ~\/(A,),eg mit p > 1k(A) ¢ REG und 1h(A) € H"[O] gilt

”H”[@]}% I-A & ’H"[@]l% ANA = ’H"'”‘*[@Hg‘ﬂ I',A.

Beweis durch Induktion nach 5. Es wird nur der kritische Fall betrachtet, dass
A Hauptformel des letzten Schlusses in der Herleitung von A, A ist. Wegen
rk(A) ¢ REG kann dies nur (\/) sein.

(1) ’H”[@]}% AJAA, firein g € Jund By <
Die Induktionsvoraussetzung liefert

(2) H"HM[O |7 T, A A,.

Mit Inversion 5.6 (i) folgt aus der Herleitung von I', = A
(3) H"[O, }%

Herleitung (1) beinhaltet || € H7[O], also ist H"[O,10] C H"?T[O] nach
Lemma 5.2 (ii). Mit Monotonie folgt aus (3)

(4) H"HM[O |7 I, A, —A,.

Aus a, 8 € H"O] folgt a + 3 € H"*T[O] und es gilt rk(4,,) < rk(A) < p
sowie Th(A,,) € H"?™[0] nach Lemma 5.2 (v), also folgt die Behauptung aus
(2) und (4) mit (cut).
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Satz 5.8 (Pradikative Schnittelimination)
FEs gelte [p, p + w*[NREG = () und o € H.

H'[O) }7g e i L A ] }—io‘ﬁ r

Beweis durch Hauptinduktion nach a und Nebeninduktion nach f.
1. Der letzte Schluss ist (cut). Es gilt also

(1) HIOE—w T, (H)C it fo < 6.

Eine Anwendung der Nebeninduktionsvoraussetzung liefert

Hn®w¢a(ﬁo+1).2[@] f(%ﬁg F, (ﬁ)c

1.1. rk(C) < p.

Aus (1) folgt By € H"[O] und somit H1®=** " 2[Q] C Hm@w* PV 2[Q] (siehe
Lemma 3.33 (v)). Auferdem ist paf, < paf € H®<*"2[Q] also folgt die
Behauptung mit (cut).

1.2.7k(C)=p+w* + - +w mitn >0, a, < ... <1 < a.

Im Fall n = 0 setzen wir oy := 0. Esist p < rk(C) < p+w®-nund [p, p+w** -n]
C [p, p+w?], also 1k(C) ¢ REG. Wir kénnen daher das Reduktionslemma 5.7
einsetzen. Wegen (n @ w#*%+1) . 2).2 4 4 ! 5 @ w*Po+D) . 5 erhalten wir

Hn®w¢a(ﬁo+1).5[@] QOOéBQ 12 T
p+wt-n

Nun wollen wir n—mal die Hauptinduktionsvoraussetzung anwenden. Aus
stg(C) C H folgt tk(C) € H, also gilt nach (H2): oy € H. AuBerdem ist
[p, p+w* - i[NREG C [p, p + w*[NREG = ().

, / = pafy-2 und 7)) = n Qw5
whElar i 0 P o= ,
P Biv1 = paifB; und n 4 i=n® weer(Bi+1) . 2

Nach Lemma 3.1 (i) gilt va1f8, < @af. Damit folgt 8, < @af €

H"®“’W<B+1)'2[@] und analog w?Potl) @ @, weerl@itl) < eeBH) da man
=<n )



5.1. DAS INFINITARE SYSTEM RS(M) 65

Ordinalzahlen der Gestalt w?”® auch in der Gestalt (nicht unbedingt Normal-
form) wo(7y) schreiben kann und daher Lemma 3.30 (iii) greift. Nach Lemma
5.2 (iii) gilt ay,n ' 1k(C) <gn @ w? in H. Insgesamt ergibt sich (in H) fiir
n > 0:

o 7, <! nRwWPBTD @ oy @ By +2n+ 4
<]@n®w9004(/3+1)@77®w2.5

Man erhélt die Normabschitzung fiir die erste Ungleichung wie folgt.
Es ist pa(f8 + 1) in Normalform (dafiir die ,+1%) und daher gilt:

o Npa(f+1) = Na+ NS + 2
oNB <2+ 2Na+2Nfy+i(l+ Nay)

o Nnj, = N(n @ w?Potl) @ (9 (Both) @ ... @ wrorfuatl) . 9. 9m)
<9.2n.3"H . Ny . Nweelbot)  TT Nweer(Bi+1)
<2232 Np- (34 Na+ NBo) - [[..,(3+ Nay + NB.)
< 6"*2- Nn- (3 + Na+ Nfo)

-(5+2Na+2NBy+n—1+nNay)"
<6"2.(2n)" - Nn- (24 Na+ NBy+ Nayg)" !
<®(n+1)-®(Nn)- P2+ Na+ NBy+ Nog+n+1) mit (.1,3)
<O(Nn+ Na+ NB+ NBy+ Noy +2n + 4) mit ($.4)
< O(N(n@wrB+) @ oy @ By + 2n +4)) mit Lemma 3.31

i<n<

2. Die anderen Fille folgen aus der Induktionsvoraussetzung mit dem gegebe-

nen Schluss. Man braucht nur folgende Monotonieeigenschaft der Operatoren
Bo e HIOINB & O D0 = Hmewr gy ¢ gynewe 2 gy

die aus Lemma 3.33 (v) folgt.
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5.2 Transformationen des n—Parameters

Bei der gerade bewiesenen préadikativen Schnittelimination, trat das erste Mal
eine kompliziertere Transformation des Parameters n auf. Auch in den fol-
genden Schnitteliminationssitzen sind dhnliche Transformationen erforderlich.
Sie sehen auf den ersten Blick etwas unnatiirlich und ausgetiifftelt aus. In
Wirklichkeit ergeben sie sich aber bei Kenntnis der <i—Relation durch einfache
Erwéagungen. Das gemeinsame Grundprinzip, dass allen diesen Transformatio-
nen zueigen ist, soll in diesem Abschnitt erlautert werden.

Angenommen, wir wollen einen Satz H|* T' = H|% T einer Ordinalzahlanalyse
mit Operator kontrollierten Herleitungen mit verfeinerten Operatoren bewei-
sen: HM* T = ”;’-A["li I. Gilt N& > Na, so muss der Parameter 1) gegeniiber n
offensichtlich vergroflert werden. Als naheliegender Kandidat bietet sich n & &
an. Damit der Operator im Laufe einer Herleitungsinduktion nicht kleiner wird,

muss folgende Eigenschaft gelten:
oy < & & Oé(],OéGHn :>[falsch] UEBOZ()QT]@@

Der Versuch dies zu zeigen, scheitert schon, falls & = « ist. Aus ag < 7 folgt
zwar @ ag <t n@a, denn es gilt P ay < nDa und N(nDay) = Nn+ Nag <
Nn+®(Nn) < O(Nnda), aber dieser Beweis lisst sich nicht fiir die transitive
Relation <1 durchfiihren. Haben wir oy <t ag <! 1) gegeben, so folgt zwar wie
oben n @ ag <t n @ ay, aber da a; > « sein kann, gilt im allgemeinen nicht
n® oy <n@a. Fiir alle Abbildungen (o — &), die in dieser Arbeit vorkommen,

lasst sich
a<a & ageH" = n(d+1)<n®(@+1),

analog zu Lemma 3.33 (v) zeigen. Diese Schrankenart findet in der -
Kollabierung 8.5 Verwendung. In der Schnittelimination 7.13 haben wir n ®
w® -2 benutzt, obwohl es 7 ® (& + 1) genauso gut getan hiitte. Wird aber beim
Beweis die Induktionsvoraussetzung mehrfach angewendet, bzw. Hauptinduk-
tionsvoraussetzung und Nebeninduktionsvoraussetzung kombiniert, so funktio-
niert dies Verfahren nicht. Nach zweifacher Anwendung der Induktionsvoraus-

setzung ist man bei der Operatorschranke n® (cp+1) ® (cip+ 1), die durchaus
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grofler als 7 ® (& + 1) sein kann. Man muss in diesem Fall sicherstellen, dass
zwischen (dp + 1) und (& + 1) eine multiplikative Hauptzahl liegt. Dazu kann
man von & zu we(&) iibergehen. Um Klammern im Ausdruck 7 ® (we(&) + 1)
einzusparen, kann man alternativ auch 7 ® wy(&) - 2 verwenden. Diese Form
wird in den Sétzen 7.6 und 7.15 benutzt und in gewisser Weise auch in der
obigen pradikativen Schnittelimination. Dort heifit es zwar n ® w® - 2, aber es
ist & = pa(B + 1) und diese Ordinalzahl kann man auch in der Gestalt w®
darstellen.

Nun ist die Frage zu klaren, wie man aus der transformierten Herleitungs-
schranke & des zugrundeliegenden Satzes auf den Term & kommt, den man
zur Bildung der Operatorschranke benutzt?. Es muss @& eine effektive Version
von & sein, die Fixpunkte vermeidet. Dazu wird + durch @& und paf durch
wa(f +1) ersetzt. Um die Beweise moglichst einfach zu gestalten, werden An-
wendungen der Kollabierungsfunktionen v, und ¥¢ weggelassen. Damit die
Herleitungsschranken trotzdem im Operator sind, werden die fehlenden Kom-
ponenten, also k bzw. £ und 7 zur n—Schranke dazuaddiert. Das Kollabieren der
Operatorschranke findet erst ganz am Ende der Analsye in der n—Kollabierung
statt.

Bei den beiden Sétzen zur partiellen Schnittelimination in RS(K) wird zu der
so erhaltenen Operatorschranke noch die Méchtigkeit der hergeleiteten Formel-
menge addiert, da dies aus beweistechnischen Griinden nétig ist. Man konnte
auch die Information iiber die Kardinalitdt der Formelmenge grundsétzlich in
jeder Herleitung speichern, aber da auf diese Weise die Monotonie unangenehm
eingeschrénkt wird, wurde dies nicht gemacht.

2Um Schreibarbeit zu sparen, nutzen wir & auch als Herleitungslinge. Man konnte aber

auch die urspriingliche Herleitungsldnge & beibehalten.
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5.3 Das infinitire System RS (K)

Definition 5.9 Wir definieren die Herleitungsrelation der Operator kontrol-

lierten Herleitungen und Rekursion nach o.
7—[}% L' gilt, falls {a} Ustg(I') CH
und einer der folgenden Fille erfiullt ist:
(V) \/(AL)Lej el & ’HI% I' A, mit g < a  fir ein 1o € J

(A\) /\(AL)Lej el & ”H[LH% A, mit o, <« firalleveJ

¢ KC)<p & HIY T, (=)C i o=«
) O <p & HEETOC mit 00
(refy) 3z€L, [trans(z) A z # @ A AP el & ’H}% A

mit o, K<a & Aclly(K) & I(I)CH
(efS)  3zel.[Ad‘(z) A A\ FwezA;(2)*™] el & H fj@ A\ A4(t)
mit o, T < gLSk St&t(g, 7T) & f eH & A](tj) éSﬁSQ(W)

Sollen die RS(K)-Herleitungen von den RS(M )-Herleitungen abgehoben wer-
den, so schreiben wir RS(K) : H}f5- I'. Es treffen auch hier die Bemerkungen
hinter Definition 5.3 zu.

Warum die Regel (refs) anders als in [Rathjen 1994b] formuliert wurde, wird
am Anfang von Abschnitt 7.2 erldutert.

Lemma 5.10 (Monotonie)
Fira<p & p<oc & HCH & {p}Ustg(A) CH gilt

H}%F & (a <K oderlh(A) CH) = ?—l'}g I, A.

Beweis durch Induktion nach «. Bei der Behandlung von (refy) braucht man
die Voraussetzung IE(A) C H'. Ist « < K, so kann in der gegebenen Herleitung

dieser Schluss nicht vorkommen.
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Lemma 5.11 (Persistenz)

H}% I'Vzel, A(zx) & feHNy = H}% I',VeeLls A(x)

Lemma 5.12 (Inversion)

n@]}% I A\A)es & wel = H7H(O,4 ;%F,A
(ii) WO T \NA)es & wel & a<k = Hn[@,LOHF T, A,
H}% T4 A A = H}% T, 4; fir allei<?2
w) %}% T, AV A, = H}% T, Ao, A,

Beweis durch Induktion nach «. Bei (i) benutzt man Lemma 5.2 (i) und (iv),
sowie, fiir den Fall (refi), Teil (v). Bei (ii) kann dieser Schluss nicht auftreten.

Lemma 5.13 (Reduktion)
Fiir A ~\/(A,),ey mit p > 1k(A) ¢ REG und 1h(A) € H"[O] gilt

HOJ[5 -4 & H”[@]l% AA = HW‘”[@HZ‘Lﬁ T,A.

Beweis durch Induktion nach 8. Es wird nur der kritische Fall betrachtet, dass
A Hauptformel des letzten Schlusses in der Herleitung von A, A ist. Wegen
rk(A) ¢ REG kann dies nur (\/) sein.

(1) H”[@]}% A AA, firein ¢ € Jund By <

Die Induktionsvoraussetzung liefert

(2) H"[O |7 I,AA,.

Mit Inversion 5.12 (i) folgt aus der Herleitung von I', = A

(3)  H"O, 1] }% T, —A,.



70 KAPITEL 5. OPERATOR KONTROLLIERTE HERLEITUNGEN

Herleitung (1) beinhaltet || € H"[O], also ist H"*T[O, o] € HT*T9[O]. Mit
Monotonie folgt aus (3)

(4) Hn.4+9[@] lgLBO I, A, —A,.

Aus a, 8 € H"O] folgt a + 3 € H"[O] und es gilt rk(4,,) < rk(A) < p
sowie Th(A,,) € H"?™[0] nach Lemma 5.2 (v), also folgt die Behauptung aus
(2) und (4) mit (cut).

Gilt a < K bei der Pramisse des Reduktionslemmas, so kommt man wie im
Lemma 5.7 mit dem Operator H7?**[0] aus, da man dann die Inversion 5.12

(ii) anstelle von (i) benutzen kann.

Satz 5.14 (Pradikative Schnittelimination)
Es gelte [p, p + w*[NREG = 0 und o € H.

GRC) }75 e i L A ] }—gaﬁ r

Beweis analog zu 5.8.



Kapitel 6
Einbettungen

Damit wir die Sternherleitungen aus Abschnitt 4.3 in unseren infinitdren
Systemen RS(M) und RS(K) ausnutzen kénnen, miissen wir einen Ein-
bettungssatz herleiten, der einen Beweis im Sternkalkiil in eine Operator
kontrollierte Herleitung transformiert. Da wir diese Einbettung fiir verfeinerte
Operatoren benotigen, kommt einiges an Rechenarbeit auf uns zu. Dadurch,
dass in den H"-Operatoren auch endliche Ordinalzahlen eine entscheidende
Rolle spielen, fallen sehr detaillierte Abschitzungen fiir die Normen von For-
meln an. Damit man No(A) als Verfeinerungsparameter bei der Einbettung
einer Sternherleitung der Formelmenge A wéhlen kann, muss man nachweisen,
dass die Subformelbeziehung eine geeignete Monotonie der Operatoren ergibt,
wenn man die Normen der Formeln als oberen Index nimmt. Die Eigenschaft
erscheint sehr plausibel, da die Formelnorm analog zum Rang gebildet wird,
aber auf eine Weise, dass keine Ordinalzahlen, die in der Formel auftreten
verloren gehen, d.h. jedes Element von stg(A) tritt in der Normalformterm-
darstellung von no(A) auf. Allerdings ergibt sich eine Schwierigkeit dadurch,
dass z.B. in der Subformel von L, € [x€Lg: B(z,d)] neue Terme in Gestalt
der d zutage treten. Diese konnen nur dadurch geeignet kontrolliert werden,
dass in der Termdefinition starke Einschrankungen fiir solche @ vorgenommen
wurden.

Da die Rechnungen fiir das folgende Lemma langwierig sind und keine weitere

71
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Einsicht fiir den groflen Beweisgang geben, sind sie in den Anhang verlegt

worden.

Lemma 6.1 Sei A ~ A\(A,).,c5 oder A ~\/(A,).e5 und stg(A, A) C H, wobei
H ein guter Operator ist. Dann gilt fir ¢, t1,...,t, € J

(i) no(A,) <, no(A) inH

(11) stg(t1, ... tn) Cstg(A,A)* & 1 <n <2 -max {nt(B): BecA}
= No(A A A,)+n<aNo(AA) inH

L1y sty

Der Beweis findet sich im Anhang, Lemma B.5.

Lemma 6.2

st)% A = RS@): HNO(A)[A]}L— A

Wir zeigen, dass HoP- A := RS(0) : HNW [AHLLI A abgeschlossen ist unter
den Schliissen von RS(¥)*. Generell sei angemerkt, dass mit der Giite von H
aus stg(A) C H[A], was nach Definition gilt, |Al| € H[A] folgt. Im Verein mit

Lemma 4.8 (iv) erhalten wir
(1) Al € HYWA].

LA = NAmit A =~ A(A)es und HIF AN A firaller € J. Es
folgt aus HIP A, A, wegen stg(A,¢) C stg(A,¢) und Lemma 6.1 (i)
HNMA, L]l'l)A’—AL“ A’, A, aus Monotoniegriinden und daraus wiederum Hip:- A
mit (A), da [|A, A,| < |A] € HNWM[A] nach Lemma 4.8 (i) und (1).

2. A =N, Amit A~\/(A,)ey und HIE A A, A, wobei 1y, ... 1, €J
und stg(t1,...,t,) C stg(A)* sowie 1 < n < max {nt(B): B € A}. Aus
stg(t1, ..., tn) C stg(A)* folgt stg(A, A,,,---,A,) C stg(A)* C H[A], also
H[N A, -+, A, ] € H[A]. Daher und wegen No(A', A,,,--- , A,,) <" No(A)

Ln ln

(nach Lemma 6.1 (ii)) folgt aus Monotonie HNCWIAJ2e A A, .- A, fiir
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ap = |AA,,
halten wir ap + n <! No(A, A,,, -+, A,,) +n < No(A) in H[A], also gilt
ag +n € HNW[A]. AuBerdem ist |¢;] < |A,| < ao (siehe erste Bemerkung
nach Definition 5.9). Daher liefern n (\/)-Schliisse HN() [AJf5e* A. Nun er-
gibt sich die Behauptung mit ag +n < |A] € HNW[A].

3. Sei C' = FzeL, (Vyex A(y) A —A(z)) und setze v, := |C||+ wlt]. Wir zeigen
durch Induktion nach |a| fiir n := No(C, Vz€L, A(x))

A, |l Durch Lemma 4.8 (iv) und aus Lemma 6.1 (ii) er-

(1) VaeT? U{L.} ”H”[C’,a]’% C,Vz€a A(z).

Hieraus folgt fiir ¢ := L, die Behauptung, denn es ist |C| + w - a <
|C,VzeL, A(x)| € H"[C].
Fiir den Nachweis von (1) sei a € T U {L,}. Nach Induktionsvoraussetzung

gilt
(2) H"[C, t]% C,Vyet A(y) fir alle t € WI‘

Aus 1. und 2. folgt mit Lemma 4.11 (i) HE —A(¢), A(t). Wegen
[=A(), A(8)] < 7 € HI[C, t] und No(=A(t), A(t)) <, 1 (folgt aus noA(t)) <,
no(VxeL, A(x)), Lemma 6.1 (i)) und stg(A(t)) C stg(C, t) folgt mit Monotonie
HC - 2 A(t), A(t). Mit (2) folgt weiter:

(A) HC,t }L“ C, Wyt A(y) A —A(t), A(t) fir alle t € T}
Ct}MCA fitr alle ¢ € Ty,

(V) H[C, d] }ﬁ C,Vzea A(z)

Fiir die Schliisse ist noch v + 3 € H[C,t] fir t € T, U {L,} zu zeigen. Dies

folgt aus rk(C) <t'no(C) (Lemma 4.8 (iv)) und w- || <} w® <'no(VxeL, A(z)).

Ebenso folgt die Bedingung ~, € H"[C,al, die zusitzlich fiir den letzten

Schluss benétigt wird.

Fiir die Einbettung von RS(M)*Herleitungen sind noch zwei weitere Fille zu

betrachten.
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4. A = AN ,Ad(a) — B(a) mit tk(B(a)) < p und fir alle k < |qf
gilt HE A, B(Li). Sei ap = ||A',—Ad(a), B(a), B(a)|. Nach 1.-3. gilt
A = HIE A, also folgt aus Lemma 4.12 H}5 L, # a,—B(Ly), B(a).
No(L,, # a,—~B(Ly), B(a)) <, 1 := No(A) in H[A, ] gilt wegen

e no(B(L,)) 9, no(B(a)) nach Lemma 4.8 (vi)

e no(L, # a) <, no(—Ad(a)) nach Lemma 6.1 (i)
Daher bekommen wir mit Monotonie und anschlieBendem Schnitt (mit Rang
rk(B(L,)) < rk(B(a)) < p): H'[A k]2 AN L. # a,B(a). Ein (A)-
Schluss liefert H[A]}2e*2 A, —Ad(a), B(a). Zwei (V)-Schliisse bringen uns zu
H7[AJ}2+ A Nun ergibt sich die Behauptung mit ag + 4 < [|A]] € HNWI[A].
5. Sei A € Y<i(k). Aus 1.-3. folgt mit Lemma 4.11 (i) Hfz —A, A.
Mit (ref) folgt fir C = A — 32€L,A®" wegen No(-A, A) <
No(C) in H[C] und =4, A| + 1 € HY[C] (nach Lemma 4.8 (iv))
HNO) [O)2AL 4 JzeL, AF®). Lemma 4.8 (iv) impliziert auch |-A, A|+
2 € HNO[(C], also folgt mit zwei (V)-Schliissen die Behauptung, wobei die
Herleitungsschranke wegen |—A, A| + 2 < |C] € HN[C] erreicht werden

kann.

Korollar 6.3
Zu jedem N(Z) C LY, gibt esn € T und o < W', so dass fir alle @ € T

st)% A’@) = RS®): H"[&]}% A(@)
gilt.

Beweis. Zu A(Z) setze n := No(A?(Ly)). Iterierte Anwendung von Lemma 4.8
(vi) ergibt HNA'@)[7] C H"[@]. Die Behauptung folgt mit Lemma 6.2, wobei

man die Herleitungsldnge v zu A(Z) mit Lemma 4.8 (vii) wahlt.

Als néchstes wird die Aussagenlogik in die infinitdren Systeme eingebettet.
Um ein kleines technisches Problem beim Existenzschluss meistern zu kénnen,

wird vorweg ein Hilfslemma bewiesen.
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Lemma 6.4 Seia € T” und C(z) eine RS(J)-Formel.
(i) = =(bea A Cb)),FacaC(z) firallebe T’

(i) > ~(bea — Cb),bEa — Cb) firallebe T
T

(
(iil) Zu (%) € LY gibt es einn € T, so dass firda € T’ und b € ﬁfil
No(=(b € a; — ¢°(a@,b)),b € a; — ¢°(@,b)) <, n gilt.

Beweis. (i) Wir beschrédnken uns auf den schwierigeren Fall, dass a =
€L, ¢ A(x)] ist. Fiir alle t € 7“}3 gilt = t # b, ~C(b), C(t) nach dem Gleich-
heitslemma 4.12 und ein (A )*~Schluss mit der Tautologie = = A(t), A(t) liefert
P —A(t),t # b,~C(b), A(t) A C(t). Durch zwei (\/)*Schliisse erhalten wir
- —A(t) v t # b,-C(b),Jz€a C(x). Da dies fur alle t € 7|’g‘ gilt, bekommen
wir - b ¢ a,-C(b), Jz€a C(x) mit (/\)* und daraus folgt die Behauptung.
(ii) Fir a = L, gilt = b € a nach 4.11 (iii), also P~ b € a A =C(b), C(b),
was die Behauptung ist. Fiir a = [x€L, : A(z)] erhalten wir der Reihe nach
-0 =0 A A(b),-A(D) = b € a,mA(b) = b € a A =C(b),mA(b),C(D)
E-bea A -C(b), A(b) — C(b), was die Behauptung ist.

(iii) Laut Lemma 6.1 (i) gilt no(b € a;) <1, no(a; € a;) fiir b € 7];91_‘. Mit Lemma
4.8 (vi) kénnen wir auf No(—(b € a; — ¢°(a@,b)),b € a; — (@, b)) Ly
fiir 71 := No(—(Ly € Ly — ¢”(Ly,Ly)), Ly € Ly — 1?(Ly, Ly)) schlieBen.

Lemma 6.5

Zu aussagenlogisch giiltigem T'(Z) C LY, gibt esn € T? und n < w, so dass
H@ A P0G i alle @ e T
J+n v
qgilt.

Beweis durch Induktion nach einer schnittfreien Tait-Herleitung von I'(Z). Ein
geeigneter Schnittrang, der unabhéngig von den Termen @ ist, kann in jedem
Fall mit Lemma 4.8 (vii) gew&hlt werden.

1. Ist ¢, =¢ C I'(Z) mit Primformel ¢, so folgt die Behauptung aus der Zusam-

menarbeit von Lemma 4.11 (i) und Korollar 6.3.
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2. Vyo(Z,y) € I'(¥) mit y ¢ {Z} ist Hauptformel des letzten Schlusses, also
existieren 7 € 7Y und n < w nach Induktionsvoraussetzung, so dass

I+w
(1) Hrﬁ (@) fiir alle @,b € T

gilt.
2.1. Ist ¢(Z,y) =y € 7, — Y(T,y), so ist (Vyp(a, b))’ = Vyca; ¢’ (a,y). Mit

Lemma 6.4 (iii) bekommen wir ein von @, b unabhéngiges 7;, mit dem wir

I+w °
H™ (G, b]H ~(b € a; = ¥°(@,b)),b € a; — ¥ (@,b)

mit Hilfe von Lemma 6.4 (i) und 6.2 fiir alle @ € 77, b € Tﬁ‘ herleiten kénnen.
Wir schneiden mit (1) und erhalten die Behauptung durch (/).

2.2. Ist Yy unbeschriinkt, so ist (Vy ¢(a,b))? = VyeLy ¢?(a,y). Von (1) kann
mit (V) die Behauptung erschlossen werden.

3.1. y(y € x; AN (2, y)) € T(Z) mit y #£ x; ist Hauptformel, also existieren

nach Induktionsvoraussetzung n € 7% und n < w, so dass fiir alle @ € T’

a; fallsy = x;

19+w
|197+” I%(a@),b € a; A ¢¥(@,b) mitb:=
n o fallsy ¢ {7}

gilt. Aus Lemma 6.4 (i) folgt mit Korollar 6.3 (u.U. mit groBerm n) fiir ein
(von @, b unabhingiges) n; € T

M (b € a; A 9@, 1), Fyear (),

Mit einem Schnitt folgt die Behauptung.

3.2. Jyo(Z,y) € I'(¥) mit unbeschréanktem Ty ist Hauptformel, also gibt es
nach Induktionsvoraussetzung ein n € 7% und ein n < w, so dass fiir alle
acTy

a; fallsy=ux;

19+W n —» 1
H"[ﬁ]lﬁjLTJr (@), ¢%(@b) mit b= g falls y ¢ {7}
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gilt. Mit einem (3)-Schluss folgt die Behauptung.

Als letztes bleibt noch die Herleitung der stiarksten Axiome (Mahlo) und (IT3—
Ref) zu leisten. Da die infinitdren Systeme sonst zu schwach wiéren, haben
wir diese Abschlusseigenschaften einfach als Regeln integriert. Das macht die
Einbettung trivial.

Lemma 6.6 Sei M € H und F eine RS(M)—-Formel mit stg(F) C M und
FV(F) C{z,y}. Fir B(z) :=VzezIyez F(x,y) gilt

HNO(Maz) HM&.TH

0 Mazx,

wobei Max := B(Ly) — 3z€ly (Ad(z) A B(z)) gesetzt ist.

Beweis. Es gilt No(B(Lys), B(Lys)) <!  := No(Maz) in H. Durch Lemma
4.11 (i) und 6.2 bekommen wir

H"}# B(Lay),~B(Ly) mit 8= rk(B(Lay)).

Eine Anwendung von (mah) liefert

o 280 (1), 3zeLyy (Ad(2) A B(2)).

Mit zwei (V)-Schliissen folgt (es gilt w” -2 ® M + 2 <! |[Max| € H")

B(Ly) — 3z€ly (Ad(2) A B(2))
und die Behauptung gilt aus Monotoniegriinden: w”-2® M +2 < |Maz| € H".

Satz 6.7 (KPM-Interpretationssatz)
Fiir jeden Lc—Satz ¢ gibt esn € TM und n < w, so dass

M+w
KPMEg = M gV

gilt.
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Beweis. Es gibt endlich viele Instanzen Axq,--- , Ax,, von KPM-Axiomen, so
dass Ax; — --- — Ax,, — ¢ aussagenlogisch giiltig ist. Diesen Satz kénnen
wir also mit Lemma 6.5 in RS(M) einbetten. Die Einbettung der Axiome
erhalten wir aus den Lemmata 4.11 und 4.13 mit Lemma 6.2 und aus Lemma

6.6. Mit m—vielen Schnitten erlangen wir die Behauptung.

Lemma 6.8 Sei K € H und A € II3(K). Es gilt

No(Piade) ll)P BAT] pj A,

wobei PizAx := A — Jz€Lg [trans(z) A z # & A ABD] gesetat ist.
Beweis. Es gilt No(A4,—A) <! n := No(Pi3Az), daher bekommen wir

n|w® - 2 - ; —
H }07 A, A mit a = rk(A).
Wegen 1h(A) <! no(A) <! n (Lemma 4.8 (iv)) diirfen wir (refc) benutzen.

H Bua 20K —-A,3z€Li [trans(z) A z # @ A ACN)]

Nun wenden wir zwei (V)-Schliisse an, um

0 A — Fz€li [trans(z) A 2 £ A A(Z”C)]

H

zu erhalten. Die Behauptung ergibt sich durch w® -2 @ K + 2 <! w*®* !
”PlgAl‘” e H".

Satz 6.9 (KP-+(II3—Ref)—Interpretationssatz)
Fiir jeden Lc—Satz ¢ gibt esn € T und n < w, so dass

K+w
_ n|W +n K
KP + (I3 Ref) ¢ = H}Wd)
qgilt.

Beobachtung. In der Herleitung, die der Interpretationssatz 6.9 liefert,
kommt kein (ref?) vor. Diese Tatsache ist wichtig fiir den Beweis des Haupt-
satzes 8.10.



Kapitel 7

Kollabierung und impradikative

Schnittelimination

Die  Schnitteliminationstechnik ~ kann  aus  [Buchholz 1991b]  bzw.
[Rathjen 1994b] iibernommen werden. Welchen Transformationen der
Parameter 7 bei den Schnitteliminationssitzen unterzogen werden muss,
wurde schon im Abschnitt 5.2 erldutert. Zusétzlich zu den herkémmlichen
Beweisen fallen nur Rechnungen an, die bestitigen, dass diese transformierten

Schranken richtig gewihlt sind.

7.1 Schnittelimination in RS(M)

Definition 7.1 (Die guten #,—Operatoren)

My (X) == [{C(a. ) : X CC(a, ) & 7 <a}

Lemma 7.2 Fiir beliebige © gilt:
(i) H. ist ein guter Operator und es gilt M € H.,.
(i) y<v = H,[0]CH,[O]
(iii) v,k € H,[O] & gy ist in Normalform = .y € H,[O]

Schreibweise. Wir schreiben H! fiir (H.,)".

79
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Lemma 7.3 (Beschriankung)
Es gelte C € Y¥<1(f) & a < B <k & Yoy +1) <ve H O
& stg(©) C Cu(y +1).

Hz[@]}% rc = Hzﬂ[@]}% r,c»”

Beweis durch Induktion nach a. Sei C' ~ \/(CL)LGTBM (sonst ist C' = C™) also
nichts zu zeigen). Interessant ist nur der Fall, dass C' Hauptformel des letzten
Schlusses ist. Wegen o < [ kann dies nicht (ref) oder (mah), also aufgrund

der Gestalt von C nur (\/) sein. Dann haben wir
7—[2[@]’% I,C,C, mitay<a firein e T3

Wie nach Definition 5.3 bemerkt, kénnen wir |¢] € stg(C,,) annehmen. Dies
impliziert |to] € HI[O] NS C Cu(y+1) Nk = (v + 1) C v, also ist 1o € TM
und die Behauptung folgt mit (\/) aus der Induktionsvoraussetzung.Die Vor-
aussetung v € H”,,[0] braucht man fiir den Axiomfall, d.h. ein (/\)-Schluss
mit Hauptformel A(A,).co.

Nimmt man in den (\/)-Schluss bei der Definition der Operator kontrollierten
Herleitungen die Bedingung |.9| < « hinzu, so erhélt man das Beschrankungs-
lemma in einer einfacheren Form (vergleiche Lemma A.20). Die in obiger Versi-
on kompiziert anmutenden Voraussetzungen sind aber bei der imprédikativen

Schnittelimination ohnehin erfiillt.

Definition 7.4
° CardM::{Qo: 0<o< M}
w+1 falls p € REG

o Fijr p € Card™ sei fi =
o sonst

o AO;v, k) = pcCard” & v,k 1€ H, O]
& stg(©) € N,5, Cr(y+1)
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Lemma 7.5 Gelte A(©;, k, 1) und & = v @ w'®*. Dann hat man folgendes.
(A1) o, £ € H,[O] = a@dEeH,[0] & Y (adE) € HaweO]
& Yo(a@E) ist in Normalform
(A2) o, € H,[O] & adE<yd S = Y (aBE) <¢u(y®P)
(A3) k<1 = H[O]NTC Y (y+1)

Beweis. (Al). Aus v, pu, o, & € H,[O] folgt durch die Giite von H,[O], dass
a @& € HyO)] ist. Mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iv) folgt stg(©) C Cy(y +
1) CCula®§), also @@ &k € Hy[O] C Cr(a® &), dh. ¢ (a@§) ist in
Normalform. Mit Lemma 7.2 (ii) und (iii) folgt . (& @ &) € Hawe[O).

(A2). Aus (A1) erhalten wir a®& € H,[O] C C,(y+1). Die Inklusion gilt nach
Definition von H.,, denn es ist stg(©) C C,(y+1). Ebenso gilt k € C.(y+1).
Mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iv) folgt k, & B € Ci(y® ), also ¥, (aBE) <
(7 ® B) mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iii).

(A3). HylOlNT S Cr(y+1) N7 =9 (v +1)

Satz 7.6 (Impradikative Schnittelimination)
Gelte A(©;7,k, 1) & T''C Xcq(k).
. A Y o= s wu@a
welEr = HEPELT mie ¢
7[ Hﬁ al H— N:=K®dnNRuwy) -2

Beweis durch Hauptinduktion nach g und Nebeninduktion nach a. Alle im
Beweis auftretenden 1)—Terme sind nach (A1) in Normalform. Fiir beliebiges
€ TMU{0,1} und dazu gegebenes , setzen wir @, := v @ w*®* und

N, = K®nRwsy(a,) 2. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt:
(a) {wnd} Ustg(l') C H][O)
(b)) AO57, k1) & ap € HI[O]Na fiirein © 2 O

= Pudy < Yud & HP [0 C HL[O]

AuBer der Anwendung von (A1), (A2) und Lemma 7.2 (ii) braucht man zum

Beweis folgendes.



82KAPITEL 7. KOLLABIERUNG UND IMPRADIKATIVE SCHNITTELIMINATION

(a): Wegen n <" 7 ist stg(I') € H1[O] C H'[0] und zudem gilt ¥, < 7, denn

Y& ist nach (A1) in Normalform.

(b): 1o =K BN @ wa(dy) -2 K BN wa(&) B g g kBN R wa(@) B
AEBNRwy(d)-2=17 in H,

In (b) gilt natiirlich erst recht ’HZ% [©'] € H![©']. Weiterhin bemerken wir, dass

1. A~ A(A,).e; €T ist die Hauptformel des letzten Schlusses und es gilt

’HZ[@,LH% A, mit o, <« fir alle ¢ € J.

Wegen A € Y<;(k) existiert ein € stg(A) Nk, so dass VeeJ (o] < 5). Aus
stg(A) C H,[O] folgt mit (A3) fiir 7 > k: B € stg(A) N1 C H, O] NT C
¥ (v+1) und somit ist VeeJ (|o] < 1, (y+1)). Also gilt A(O, ¢;, K, p) fiir alle

¢ € J und die Nebeninduktionsvoraussetzung liefert
ﬁL ¢Hdb s
Hy[O, LH— I'A, fiir alle . € J.

(b) ergibt ’HZL (0,1 € H1[O,], also kann der Operator wie folgt vergroBert

werden:
A VeQ, y
H[O, JF=-T, A, firalle.cJ
Desweiteren liefert (b) 1.a, < ¥.& und wegen (a) folgt mit (/\) die Behaup-
tung.
2. A~ \/(A,).,e; €T ist die Hauptformel des letzten Schlusses und es gilt
HZ[@H% LA, mit oy <« fiir ein ¢ € J.
Aus der Nebeninduktionsvoraussetzung folgt
i w/{do
HZ% [@] l— I, ALO’

(\/) liefert wegen (a), (b) die Behauptung.
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3. 3z€l, A™ € T'mit A € X<y (n) und 7 < & ist die Hauptformel des letzten

Schlusses und es gilt
’HZ[@H% A mit ag, 7 < a.

Die Nebeninduktionsvoraussetzung liefert

o e A,

Das weitere Vorgehen héngt von der Gréfle von ¢.aq ab.

3.1. 9.do > 7 Die Behauptung folgt wegen .o, 7 < ¥.a € H![O] mit (ref)
und (b).

3.2. ¢y < m: Aus dem Beschréankungslemma 7.3 folgt (Man sieht ¢, (ap+1) €
HY 1[0] mit (A1) ein.)

M (6] @/)5.020 T, AW (Go+1)m),

ap+1

Mit einem (3)-Schluss kommt man durch (a) und (b) zur Behauptung.

4. Der letzte Schluss ist (cut) mit Schnittformel C. Also ist rk(C') < g und es
gilt
(1) HZ[@]}% [,(-)C mit ay<a und Ih(C)e HI[O)].

bl

4.1. 1k(C) < k.
Wegen stg(C') C #H,[0] folgt 1k(C) € H,[0] Nk C 1.(y + 1) nach (A3), also
kann die Behauptung aus der Nebeninduktionsvoraussetzung mit (cut) unter

Verwendung von (a), (b) abgeleitet werden.

4.2. k <1k(C) ¢ REG.
Sei m 1= Q,41, wobei o so gewahlt ist, dass Q, < rk(C) < Q41 gilt (mit
Lemma 3.14). Aus diesem Lemma folgt auch Nm < Nrk(C') + 2. Dann ist
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r <1k(C) < 7 und 7 € H,[O] nach Lemma 3.12 (iv), also gilt A(©;~, 7, 1).
Wegen C,—C € Ay(m) liefert die Nebeninduktionsvoraussetzung

HZ%[@HM [, (5)C mit gy := 7@ n & ws(ap) - 2.
Es ist 7 < p und aus (1) bekommen wir stglh(C) € HZ[O], also 1k(C) €
HZ®“’2 [©] mit Lemma 5.2 (iii). Aus diesen beiden Tatsachen folgt im Verein
mit N7 < Nrk(C') + 2 (siehe oben):

T p@tk(C) e pu@®n®@w? ' ne@p in H,

tk(C') € H,[0] N 7 impliziert 1k(C) < (v + 1), also kann man mit C' := C

aus simplen Monotoniegriinden bei (O) weitermachen.

4.3. k <1k(C) =7 < i mit 7 € REG.
Sei oEdA. C' = Jzel, A(x) € X1(m). Wegen k < m € H,[0] gilt A(O;~,, 1)

und I', ' € ¥4 (m), also folgt aus der Nebeninduktionsvoraussetzung
) HEOIFED DO mit gy = 7@ @ w(do) - 2.

Aus (A1) fiir A(©;,m, pu) folgt (mit & := 1) Yr(dp + 1) € HL ,,[0] N'7. Da
auch stg(©) C C,(y+ 1) C C,(dp + 1) erfiillt ist, konnen wir nun mit dem
Beschrankungslemma 7.3 aufwarten.

(3) O T,

Aus der Herleitung von I', =C' aus (1) ergibt sich mit Monotonie und Persistenz

5.5, die wegen ¢, (dg + 1) € H

a+110] N zum Einsatz kommen kann

Hey 116 l% [, ~CWr(Gothm,

Aus A(©;7,m, p) und v < ap+1 € H,[O] C Hyy11(0)] folgt A(O; g+ 1,7, ).
Da auBerdem I', ~C¥=(%0+1):m) C 1 () ist, erhalten wir mit der Nebeninduk-

tionsvoraussetzung

v = dy B whP + 1

2oy [YnY (n(Got1)m) s
(4) HE[O]FT T, ~CW=@hm it
! Ny =T DM Dwa(Y) 2.
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Es gilt 1 (do + 1) < ¢ry" € HI7[O] und <! 1y, also gewinnen wir aus (3)
¢7r’y/ ~(cdo+1),m
Hzg[@] . F,O(d) (do+1),7)

Es ist 7 = 1k(C) <ig n ® w? <! ® p, also kénnen wir fiir " := C¥n(@o+1)m)

fortfahren mit ...

(O) tk(C) < ¥y & 7<p & 7<en@p in Ky & h(C") =1h(C) =

~' = dp @ whP 1

H2O Y T (2 mit
+ 1O =) N =TDN R w(y) 2

Mit einem Schnitt erhalten wir wegen 1h(C”) = 1h(C) € H1[O] C H7[O] (diese

Information gewinnen wir aus (1))

Hﬁ@%ﬁilp

=Y

Wir wihlen ein o, mit Q, < ¥,7 < Q,,11 und No < Nt~ mit Lemma 3.14.
Dann folgt aus der in (O) gegebenen Herleitung im Verein mit Lemma 3.12
(iv) v :=Q, € H,[0] und es gilt [7, ¥y [ NREG = ) und ¢, € H.,[0]. Wir
kénnen nun die pradikative Schnittelimination 5.8 anwenden.

B = o) (Y +2)

H"i”@@ mit
7[]}7 N3 =1y Q32

Aus A(O;v,k, 1) und v, v € H,[0O] folgt A(O;7, K, v), also konnen wir die

Hauptinduktionsvoraussetzung anwenden (v < 7 < p).

/ ' 5/ — '7/ D wy@ﬁ
HE O }—%5 r t
51Ol w Ny =KB N Quwa(f') -2

Um mit Monotonie zum gewiinschten Ergebnis zu gelangen, zeigen wir
zunéchst .5 < Y.a. Aus 7, v, € H,[O] folgt 7 € H,[O]. Wegen
stg(0) C Cu(y+1) C Cu(@) und ' < & ist H[©] C Cy(&), also 5 € Cy(&).
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Mit 8 < & folgt nun ¢.0 < ¥,.& mit Lemma 3.11 (iii) bzw. 3.10 (iii). Es
bleibt noch

(5) m <t in Ha[O]

zu zeigen. Dann folgt die Behauptung mit dem Monotonielemma.
® 1 =T DN wsdg) 2 <g N ® wa(dp) -3,
da m <g n ® p nach (O) gilt.
M2 =m @ wa(Y) -2 <o N ® wa(dy) ®wa(v') - 6
Ng=1m®F-2<gn®uws(dy) @we(y)®pF-12
M =K®N;Qwz(f) 2<g kBN @ws(f) @wa(do) ®uwa(y) @B 24 =115
ns <t kDN @ wy(&) B dy ® T =: ng errechnet man wie folgt:
o N+ <2Nay+1
o NS =2N.v +3 <2Nm+4Ncay+ 7
o Nf' < Ny 4+ Nip,v'+ NS +2 <3N7w+ 8Ndy + 13
o Nnjs §N/<;—|—24-34-N77-[Nﬁ’+2]4
< Nk + 8[3(Nn + 3Nw + 8Ndy + 15)]°
< Nk +8[45(Nn+ N7+ Ndy + 1)]°
< Nk+®(Nn+ Nm+ Nap+ 1) nach (.2)
<PO(NEDN® we(&) B aydm)
Die letzte Ungleichung folgt mit Lemma 3.30, da Nwq(&) > 2 ist.
e 15 <Ig kDN uwe(d) -2

Damit ist (5) bewiesen.

5. dz€ly (Ad(z) A B(z)) € T ist Hauptformel eines (mah)-Schlusses, wobei
B(z) =Vzez yez A(x,y) und stg(A) C M ist. Wir haben als Pramisse

HZ[@H% ', B(Ly) mit ag, M < o

Es gilt kK = M (denn es ist I' C ¥<;(k) und k < M). Eine Anwendung der

Inversion 5.6 (i) liefert

HZ[@,LH% I',0 €Ly — Jyely A(r,y) fiir alle 0 € T
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Wir setzen v, := v @ |¢]. Es gilt stg(©) C Cp(y + 1) € Cp(y, + 1) nach
Lemma 3.10 (iv). Lemma 3.10 (ii) besagt v, € Cps(7,), also ist SC(v,) C
Car(7.). Damit erhélt man [¢] < ¥y, aus SC(|¢]) € SC(v,) € Cu(7v.). So
ist stg(©,¢) C Cp(y, + 1) erhellt. Aus v € H,[O] folgt v, € H,[O,], also
insgesamt A(0O, ¢;7,, M, ) und damit kann die Nebeninduktionsvoraussetzung

angewendet werden. Sie liefert fiir o := v, ®w®* und n, := M En@uws(a)-2
Hop [@,L]}M T',.€ Ly — Jyelas AL, y).

Wegen ag, M < argilt af = dp®|t| < dg®M =: a*. Also ist H,:[0] C Hq-[O)].
Setze 3, ;= Yy und 7 := Yy (a* +1). Es ist
o I M SN w(d) B ao |

<A Menw(d)®ag® M

M &n@uws(a)Bned M

<tn in H,.
Also kénnen wir den Operator auf H’.[©, ] erhchen. Es gilt 7 € Har11[0O)]
nach (A1) und aus (A2) mit £ := M + 1 folgt 7 < ¢pa. Fiir |o] < 7 ist
|t| € Cpr(a*+1). Damit folgt SC(af) C SC(|¢|) USC(a*) C Cpr(a*+1). Somit
haben wir o € Cp(a* 4 1), also 5, < 7 fir alle ¢ € T,. Wir erhalten mit dem

Beschriinkungslemma 7.3, das wegen m € H!. . ,[0] genutzt werden kann,
HI. [0, L]Iﬂ I, €Ly — Jyel, A(,y) fiir alle . € TM.

Ein (/\)-Schluss fiihrt uns wegen ¢ € Lyy =1 € Ly und 8, < 7 € H![O] zu
H[O]FE T, B(Lx).

Lemma 4.8 (iv) liefert |Ad(7)]| <" No(Ad (7)) = wy(742) und wy(7+2) € H1[O]
folgt aus (6), am Schluss dieses Beweises. Damit gewinnen wir aus Lemma 4.11

und 6.2 die Herleitung

HZ[@]}M Ad(Ly).
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Nun kénnen wir einen (A)-Schluss durchfithren und erhalten
| .

GAC) I, Ad(Ly) A B(Lyg).
Wegen L, € Ty,,a und wa(m + 2) + 2 < ;41 < ¢p& liefert eine Anwendung

der (3)-Regel die Behauptung. Es bleibt allerdings noch
(6) wo(mr+2)+2<gn € Ha
zu zeigen. Dies ist aber schnell getan:
o w(m+2)+2= wo(Yy(dg®M+1)+2)+2
b ad o
PNRGY)
<t oin Ha

7.2 Schnittelimination in KP+(I1;—Ref)

Die Schnittelimination in RS(K) verlduft in zwei Punkten anders, als in
[Rathjen 1994b]. Dies ist natiirlich durch die abweichende Formulierung des
(refs )-Schlusses bedingt. Im Beweis der Y3(m)-Reflexion in [Rathjen 1994b],
Lemma 8.13 sind prénexe Umformungen im RS(K)-Kalkiil vonnoten. Dort
reicht ein abstraktes Einbettungsargument iiber eine Grundmengenlehre, in
der die prianexen Umformungen durchgefiihrt werden konnen. Um diese Her-
leitungen mit verfeinerten Operatoren leisten zu konnen, miissten die Beweise
formal ausgefiihrt und langwierige Normabschétzungen vorgenommen werden.
Wir haben diese Klippe umschifft, indem wir die pridnexen Umformungen
iiberfliissig gemacht haben. Der (refé)-Schluss ist so formuliert, dass er auf
endliche Konjunktionen von (invertierten) s(m)-Sétzen angewendet werden

kann.

Konvention. In diesem Kapitel schreiben wir 7~ fiir 7%.

Definition 7.7 (Die guten H,—Operatoren)
Hy(X) = [{C(e.B): X CC(er, B) & a>7}
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Lemma 7.8 Fliir beliebige © gilt:
(i) H[O] ist ein guter Operator und es gilt K € H.[O].
(i) v <9y = H,[0] € Hy[O]
(iii) &, ma€H, 0] & E<a<y = Vi (a)E€H,[O
(iv) a e H,[O] & a <~y = E(a) € H,[O]

Schreibweise. Wir schreiben H fiir (H,)".

Lemma 7.9 (Beschrinkung)
Es gelte C € ¥c1(f) & a < <n & W(y+1) <v e H O
& stg(©) C Ch(y +1).

’Hz[@]}— rc¢ = ’Hw[@]}% r,c»®

Beweis durch Induktion nach a. Sei C' ~ \/(C,).e7,. Interessant ist nur der
Fall, dass C' Hauptformel des letzten Schlusses ist. (Mit C erfiillt C*?) alle
Anforderungen, die in einer Herleitung an eine Seitenformel gestellt werden
konnen, da Ih(C®#) = 1h(C) gilt.) Wegen a < 3 kann der letzte Schluss nur

(\/) sein. Dann haben wir als Pramisse
HZ[@]’% IC,C, mitag<a firein ¢, € Tz

Wegen C' € S<1(8) gilt o] € HI[O]NB C Co(y+1)Nm =W (v+1) C v, also
ist ¢p € 7, und die Behauptung folgt mit (\/) aus der Induktionsvoraussetzung.
Definition 7.10

o Card“:={Q,: 0 <0 <K}
w—+ 1 falls p € REG

o Fiir € Card® sei fi:=
" sonst

o AO;v,m & pn) =  v,m&p € H,O] & stat(E, )
& stg(©) CCR(y+1) & m<E(y+1)
& rmeM{CLB): B>v & k>7}
& €<y & peCard® & 7 <p
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e B(©;y) & y€H,[O] & stg(O) C Cr(y+1)

Lemma 7.11 Es gelte B(0;7) und o € HI[O]. Sei & = v ® wa(K @ «),
o =7 Dw(KDap), N :=nQ@w*-2+m und rjp =1 Qw2 +m+ 1.

(B1) Hy[0]NK CE(y+1) CE(a)

(B2) Z(@ @) € HI

adpm

0,7

(B3) B(©';7) & ag e HI®|Na  fiir ein ® 2 O
= ag<a & Z(dgdrm)<Z(adm)
& HP [, 7] CHI [0, 7] & MY C M

agdbm aopm

(B4) Seiv e T, mit m € M* und gelte o, € H1[O, 1] Nav.
Des Weiteren sei vy, := v @ || und o =, ® wa(K ® v,). Dann gilt

B(©,:;7,) und Z(a @) < E(a @ ) und T € M™.

Beweis. (B1). Aus der Voraussetzung stg(©) C Cx(y + 1) und der Definition
von H., folgt H,[©] NI C Cx(y+1)NK = =Z(y + 1) nach Lemma 3.21 (i).
E(y+ 1) < Z(&) gilt nach Teil (iv) des Lemmas 3.21.

(B2). Aus v,a € H,[O] folgt & € H,[O] C HaarO,]. Trivialerweise gilt
T € Hawn|O, 7], somit erhalten wir & & 7 € Haar[O, 7] und mit Lemma 7.8
(iv) E(@ ® ) € Haar|O,7]. Wegen Z(a & 7) <L 7 ist damit die Behauptung
gezeigt.

(B3). Wegen a € H,[0] und © C @’ gilt @ € H[O']. dp < & erhilt man direkt
aus ag < a und 17jp g/ 1) aus ag € H7[O'] durch 7 <t @ we(d) & ap + m<g,
n®@wy(a) ®n+m<'f in H,. Damit ist H . [0, 7] C H.. [0, 7] gezeigt.
Aus der Voraussetzung folgt v, ap € H,[0] € Ck(y+ 1) C Cx(a@ @ 7). Im
Verein mit 7 € Ci(7) C Cx (@@ ) bekommen wir ap @ € C(adm)Nadw
und infolgedessen Z(dy @) < Z(a@® 7). Es bleibt M® C M% zu zeigen. Wegen
E(y + 1) < E(&) (siehe (B1)) gilt Cx(y + 1) € Cx(a), dh. fiir 7 € M* gilt
do € C(&, ) N & Mit Lemma 3.20 (i) folgt 7 € M, womit die Behauptung
bestétigt ist.
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(B4). Aus v € H,[0] und o, € H,[0,:] folgt v,,a" € H,[0,:] C H.,[O,].
Nach Lemma 3.21 (ii) gilt 7, + 1 € Cx(v, + 1), also v+ 1, || € Ck(y, + 1)
nach Lemma 3.20 (iv). Daraus folgt zum einen =(y + 1) < =Z(v, + 1), also
stg(©) C Ck (v, + 1) und zum anderen |¢| < Z(7, + 1) mit Lemma 3.21 (i).
Insgesamt ist also B(O,t;7,) bewiesen.

Aus & € Ci(a) folgt v+ 1 € Cr(a) N @, also Z(y + 1) < Z(&) < 7, wobei die
letzte Abschitzung aus m € M® resultiert. So bringt uns |¢| < 7 zu stg(6, ) C
C(&, m). Nach Definition von H., folgt o € H,[0,¢] C C(&, 7) und mit o < &
und 7 < Z(& @ ) erhalten wir o @7 € Cie(& @ 7) N & @ 7 und haben damit
Z(a* ® 7) < Z(& ® 7) nachgewiesen. Aus 7 € M® und af € C(&, ) N & folgt
7 € M* nach Lemma 3.20 (ii).

Lemma 7.12 Sei stg,,(A) wie stg(A), aber als Multimenge definiert.
Gelte stg(A) < v € EPS und m > 0.

(i) no(A) <v-1h(A) & Decgre, (1) €
(ii) sta(A) € H1O] & Ih(A) € HT™m[O] & ~ < 7
= No(A)<dgn®@y+m inH

Beweis. Wir schreiben in Ordinalzahltermen @stg,,(A) fiir & By (4) €
(i) rechnet man wie folgt nach.
e 10(Ad*(b)) = W2 9l y @ |b]
e no(a € b) = W2 @ WL gl v @ |a| @ |B]
e no(A v B) <% v - 1h(A) @ stg,, (A) @ v - Ih(B) & stg,,(B) + 2 =
v+ (Ih(A) +1h(B)) ®stg,,(A V B) +2<'~v-1h(A V B) @ stg,,(A V B)
e no(Izca B(x)) <' Wl @ no(B(@)) +1 <" v @ |a] @ no(B(2)) +1 <V
v @ |a|®v-1h(B)®stg,,(B)+1<'v-1h(3r€a B(x)) ®stg,,(3r€a B(x))
(ii) bekommt man wegen card(stg,,(A)) = nt(A4) < 2-1h(A) mit folgender
Rechnung aus (i):
o No(A) a wri(A)ests,,(4)
<t W @ stg,, (A) @ 1h(A)
o W @ (n-2+1)-1h(A)
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<t W @ w+1h(A)
LW dNRwdn-m+m
< npey+m

Dabei rechnet man die Normabschitzung der letzten Ungleichung mit
Lemma 3.31 nach, wobei man Nn® v > Nn- Nv wegen 7 € EPS (und
n > 1) beachtet.
ONW™®* dnwdn-m+m) <3Nvy-2+1+3Nn-2+mNn+m
< O(Nvy)+ P(Nn+m)
<O(Nn®~y+m)

Satz 7.13 Gelte B(©;7) und sei I' C l<3(K). Dann gilt fiir alle T€M®

5 aédm .
HZ[G]I%HF = Hie[O,7] <. ) pimo

[1]

mit & =y B wy(KDa) und 7:=nw*- 2+ card(l).

Beweis durch Induktion nach «. Fiir ¢ € T U{0,1} sei @, := v ® wa(K & «,)
und 7, := n@w% -2+ m + 1 zu gegebenem «,, wobei m := card(T) gesetzt ist.
Wir unterscheiden nach Art des letzten Schlusses.

e (/) mit Hauptformel Vz€Lx F(z) € T wobei F (@) € ¥<o(K) ist. Wir haben

die Préamisse
Hz[@,t”%i_i_l It €Lc A F(t) mita <o fir alle t € Tx.

Sei fortan 7 € M® und t € T, sowie v, := v @ |t|. Nach (B4) gilt B(O,t; ),
was uns erlaubt, die Induktionsvoraussetzung einzusetzen. Sie liefert fiir alle
T e M*

E(af )

(1) H"._[O,t 7] IR € L A F()™),

oy o
Wobei af = 7 ® wa (K ® o) my := n @ w -2+ m + 1 gesetzt ist. Mittels (B4)
erhalten wir 7 € M* und Z(af @ 7) < E(@® 7) € ”HZ@W [©, 7]. AuBerdem ist

N <'n@wi (@) Do Dt +m<GnRuw (&) Bay®K+m<gn in H,. Somit gilt



7.2. SCHNITTELIMINATION IN KP-+(Il;-REF) 93
HZ}%[@, t,m C HZ@W[@, t, 7] und dank dieser Monotonie kénnen wir auf (1)
einen (A)-Schluss mit Hauptformel Vz€L, F(z) anwenden (¢ € L = ¢ € L),
wodurch sich die Behauptung erschlief3t.

e (/) mit Hauptformel A ~ A(A,).c; € T, wobei J # Ti gilt.
" Q, . .
HI[O, L”m A, mita, <a firallece]
Es gilt § :=sup|J| < K, da J # T vorausgesetzt wurde. Dies zieht via (B1)
(1) il < B € ste(A)NK C H,[0] N C E(y + 1)

nach sich. Damit gilt B(©, ¢;) fiir alle ¢ € J und die Induktionsvoraussetzung
kann zum Einsatz kommen.

E(a, &)

HZ O, T, ™), AE“”C) fiir alle 7 € M% und ¢+ € J

Aus J # Tx folgt A™X) ~ /\(AE’T”C))LEJ. (B2) und (B3) (mit ©’ := ©,: und
ap := «,) liefern die notwendige Information, um mit (/\) diesen Fall abzu-
schliefen. Fiir den Fall J = @ nutzt man H1[0] C H[, [0,7] und die In-
formation aus der gegebenen Herleitung von I', um die Voraussetzungen des

Schlusses zu erfiillen.

e (\/) mit Hauptformel A ~ \/(A,),c; € I'. Es ist

Qp . .. .
HI[O] . VA, mitoay<a firein i, € J.

Eine Anwendung der Induktionsvoraussetzung fiithrt zu

HU:o E<020 b W)

o O 7] e AES”C) fiir alle 7 € M.

Mit (B1) sehen wir || € H?[O] N K C (&) = minM* < 7 ein. Fiir 7 € M®
folgt daher die Behauptung mit (\/) unter Beachtung von (B2) und (B3).
e (cut): Bei diesem Schnitteliminationssatz folgt die Beseitigung der Schnitte

direkt aus der Induktionsvoraussetzung, denn sie liefert (Wegen rk(C) < K
sind die Schnittformeln C, ~C' € ¥<1(K) UIl<;(K), also erst recht [1<3(K).)

—_
—
—

HP [0, W]’M ™K (=)c™0)  fiir alle TeM.

apgdm
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Aus stg(C™R) C H, [0, 7] folgt tk(C™X)) € H [0, 7] N K C Z(@ @ 7). In
Anbetracht der entsprechenden Bedingung fiir den urspriinglichen Schnitt gilt
h(C™R) =1h(C) € H2[O] € HL,,.[O,]. Zieht man noch (B2) und (B3) hin-
zu, so steht einer Anwendung von (cut), die zum Ziel fiihrt, nichts im Wege.

e Im Fall (ref?) présentiert sich uns eine Hauptformel Jz€L,[Ad?(z) A
/\jgk axGZAE'Z’T) (x)] mit Aj S ng(T) sowie

Qy, T < o

HIOND T, Ag(tg) A -+ A Ay(t it
al Hm olto) (f) - mi o€ HIO] & stat(o, 7).

Wegen 7 < K sind die A;(t;) € Ag(K) und folglich darf induktiv

fHT]io E<d0 D 7T)

agdm

[©, 7] TR Ag(to) A -+ A Ag(ty)  fiir alle 7 € M

angenommen werden. (B2) und (B3) geben im Verein mit 7 € stg(I') N K C
E(a @ ) die Erlaubnis, mit (ref?) das Gewiinschte zu erschliefien.

o (refy) mit Hauptformel C' = Jz€L [trans(z) A z # @ A ABN] € T mit
A € TI5(K). Als Voraussetzungen haben wir 1h(I") C H2[O] und

’HZ[@H%O*H A mit ag, K < a.

Aus der Induktionsvoraussetzung bekommen wir fir alle 7 € M

@ o =G &)

e, 7] (k) AR,

Sei m € M® und 7 € M N 7 gegeben. Es gilt

(3) HZ%@T[@,T] 5(040 & 7) trans(L;) A L, # @.
Dies folgt aus Lemma 4.11 und 6.2 mit folgenden Abschétzungen:
o [trans(L;) A L, # @] =wi(r@w @ 4) <Z(do @ 7) € HE .. [O,7]

gilt nach Lemma 3.21 (vi).

e No(trans(L;) AL, # @) =w (W™ - 20w - 20 w? 30w -3®6) <!
wa(7 +2) <z KK < 1o
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Ein (A) und ein (3)-Schluss, sowie m-viele (V)-Schliisse auf (2) und (3) an-

gewendet ergeben

(@) P[0 rmE T EMES  pek) o)

aoPT

Dabei folgt Z(ag® 1) +m+3 € HZZ@T [©, 7] aus Nachtrag (8). Wir betrachten
Terme s € T, und 7 € MY mit 7 < |s|. Aus dem Gleichheitslemma 4.12

bekommen wir die Herleitung

A =(do @ |3]) » i,
(5) HE 0,7 slfg T Ly £ 5, \ D0\

indem wir folgende Monotonien nutzen.
o L, # 5, A TR0 Y TOO] < Z(do @ [s))
gilt, denn es ist stg(T@X) C H,[O] N K C Z(dp @ |s])
und 7 < |s| < E(ap @ |s|) € EPS.
e No(L; # s, \-I0 \/TER) f  4jy in A, ergibt sich aus:
oNo(L; # s) <, . K
o No(\/ ™) <g  n® K +m <! 1j gilt nach Lemma 7.12 (i),
denn aus I(I') <ig 7 in H,, folgt Ih(\/T) <gn-m +m in H,.
o No(A -T'M) < . n @ K +m <t 1j nach Lemma 7.12 (ii)
o Z(do @ |s|) € HE .
o E(dp @ |s]) € Hepyar(O, 5]
gilt wegen ay, |s| € H,[O, s] und |s| < m nach Lemma 7.8 (iv).

[, s] folgt aus:

o Z(dp @ |s]) dg s Mo In Heomr wird in Nachtrag (8) gezeigt.
Auch fiir die néchsten Herleitungsschritte ist stets (8) zu beachten. Wegen
Ih(\/ T"M) e HP[O] und rk(\/ TM) < E(dy @ |s]) (siche oben) kann diese
Formel weggeschnitten werden. Um (4) und (5) auf eine gemeinsame Herlei-
tungsldnge zu bringen, setzt man Lemma 3.21 (v) ein.

M 0,7 FEID ALy frem, o)

agPbm

gilt fiir alle 7 € M® mit 7 < |s|. Wir kénnen also (=Ad*) applizieren und
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erhalten so fiir alle s € T

foio

ag®dm

[@,W,SH:(O[O @ |5|) +m-+5 ﬁAdOZO(S), \/F(S,]C)’C(TI',]C)

Nach zwei (V)—Schliissen und Anwendung der (V)-Regel unter Beachtung von
(8) sind wir bei (aus Lemma 3.21 (v) folgt Z(ap @ |s|) +w < Z(ap & 7))

6) HEurl0 I et [adto () — \/TO0), cx

angelangt. Nun muss noch von der ersten Formel auf I'™*) geschlossen werden.
Um dies zu tun, haben wir die (quasi) Y3—Reflexionsregel in unseren Kalkiil
aufgenommen. Es ist stg(T@X) C H,[0] N K C Z(4) = min M® < 7, also ist
A\ —I'™K) eine endliche Konjunktion von Y<3(7)-Sitzen. Sei k die Anzahl der
II5(K)— und Iy (K)-Sétze in I und iy (1, . . ., o) diejenige Formelmenge, die
aus I' durch invertieren dieser k£ Allquantoren zu den freien Variablen x4, ...,z
entsteht. Dabei wird Vo€Lx A(z) zu A(z;) und nicht zu z; € Le — A(z;)
invertiert Aus Lemma 4.11 (i) schlieft man mit einigen (A)*—Schliissen auf
P Flnv ONS I‘mv )(¥'). Um mittels Lemma 6.2 auf

HDP [O,7,1] O:(Olo ) NSRRI (A /\ L) fiir alle £ e T,

apPpm

zu kommen, macht man folgende Abschiitzungen fiir ¢ € 7.

o [T @), AT (@) < E(do @ 7),
denn es ist 7 U {n} Ustg(I'@X) C Z(dy @ 7) € EPS.

o No(T\m™ (&), AT (E)) <

N N 1o in H. errechnet man durch:

ot

o No(A ﬁFfIfV’C)( t)) <g .7 No(A —I(™X)) gilt nach Lemma 6.1 (i).

o No(A-TmR) qg @ K) @ (K+4) ' n@uwy(K+1) +m in H,
folgt aus Lemma 7.12 wegen m <, K und stg(I') <g 7 in H, und
IW(AT) <7 m +m (50.).

Wie oben gezeigt, gilt stg(I'@X)) C x, also ist A =T (£) eine endliche Kon-
junktion von Il<y(m)-Sétzen. Es gilt ay € H,[O] C CK(7+ 1) € C(&, ) (denn

E(y+1) < E(a@) < 7, wie oben gezeigt), und somit kénnen wir stat(dap, 7)
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aus der Voraussetzung 7 € M® gewinnen, wenn wir die Definition von M
betrachten. Auferdem gilt dy € H™

apPm

O, 7] und ™ < Z(ap @ ), weshalb wir
(ref?) nutzen kénnen. Daher ergibt sich fiir alle t € T,

(dp ®m)+1 DK 7

o " R(F), BveLy [Ad% (v) A\ -7,

O, T,
Durch & Anwendungen der (V)-Regel erlangen wir (es ist £ < m)

E(do @) +2m+1
0

(7) ano

o 18,7 P8 JpeL, [Ad® () A J\ ~TE0)].

Wir sind am Ziel angelangt, sobald wir (6) und (7) in geeigneter Weise ge-
schnitten haben. Es ist rk(Fve€L, [Ad®(v) A A-TCN]) = 7 < Z(dp & 7).
Oben haben wir Ih(AT') <g n-m +m in H, beobachtet. Daraus leitet sich
Ih(Fvel, [Ad®(v) A A-T®M)]) <ig 7 in A, ab und der Schnitt kann durch-
gefiihrt werden. Damit ist die Behauptung auch in diesem Fall bewiesen, sobald

der Nachtrag geleistet ist.
(8) Fir g < K gilt: ZE(ao @ B) +2m +8<g s in Hayep

e =(do @5)+2m+8<1}377®w°20—|—m+1 in Heyep folgt aus:
0E(dg®B) +2m+8 <K <n@w™
o N(E(dg®p)+2m+8) = Nayg+ NG+2m+9
< ®(Nn+ Ndg+m—1+NB) <P(N(n®w+m)+ Np)
e NR W +m+ 1<

Beobachtung. Beim Ubergang von H![O]|g- T zu ’HZ@ﬂ[ 0, 7] [Fleer) p(r.K)
durch obigen Satz gilt ¢ < & und 1h(A) € H bei jedem hinzugekommenen
(ref?)—Schluss mit Konklusion H F A, A, wobei A die Hauptformel ist.

Lemma 7.14 Gelte A(©;v,7,&, 1) und o € H,[O)].
Sei & =7 B w(u B a), do:=7Bwa(p® ), N:=THEDNwa(a) -2+ m
und o =T B EDN Qwsa(dp) -2+ m+ 1 gesetzt.

(A1) Wi(a) € HI[O)NME N und V(&) ist in Normalform.
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(A2) H,[0] C Oy +1) C C2Ua) & H,[O] N7 CW(y+1) C V(a)

(A3) A(Osv,m,&pn) & ap € HIO]Na  fiir ein © 2 6
S do<a & Ti(dy) < UE(A) & HP O C HI[O]

(A4) Aus 0 € H,[O], 0 < v, stat(o,m) und t € T, folgt fir v = v @ |t|:
A(Gutu M, T, 0, /L)

(A5) Aus ag,7 € H,HO] und # < 7 < p folgt A(O;v,7,0,u) und
A(@;do,T,O,ILL)-

Beweis. (Al). Offensichtlich gilt & € H,[O] und mit Lemma 7.8 (iii) folgt
VE(Q) € HalO]. Aus © C C2(y + 1) folgt H,[O] C C(y + 1,¥0(y + 1)) C
C(a,m), also &,&,m € C(&, 7). Da auBerdem nach Voraussetzung £ < v <
& und stat(€, m) gilt, ist U&(&) in Normalform und Lemma 3.22 (ii) liefert
¢ (&) € M N 7. Da &, &, 7 Teilterme von 7 sind und W& (&) < m < 7 gilt, ist
W (&) <t 1) Klar.

(A2). CY(y+1) C C2(a) gilt nach Lemma 3.22 (v), da (&) nach (A1) und
W0 (y+1) mit derselben Argumentation in Normalform ist. Aus © C C?(y+1)
folgt H,[0] € C2(y + 1) nach Definition von H.. Mit Lemma 3.22 bekommt
man daraus H,[O]N7 C Coy+1) N7 C C2(a) N7 = T(a).

(A3). Aus (A1) ¥&(a) < 7 folgt &, € C5(&) nach Definition von W. Lemma
3.20 (iv) ergibt v € C5(&) und als Folge ist W0 (v 4 1) € C5(&). Wie in (A1)
folgt, dass ¥2(y + 1) in Normalform ist, also ¥2(y + 1) < 7 nach Lemma
3.22 (ii). Insgesamt ist W9 (y + 1) € C5(a) N 7w = Wi(&) bewiesen. Daraufhin
gewinnen wir H,[0'] C C4(a) aus (A2), also dy € C5(&). Wie in (A1) fiir o
zeigt man W& (dy) < 7 (bzw. man wendet (A1) fiir a := ap und © := O’ an).
Mit obigem folgt Wé () € C5(&) N7 = Ui (a).

Aus ap <g n in H, folgt o ' T BEDN R uwa(d) Bag+m<dg THEDN®
wo(&) ®n+m <) in H,, womit 'HZ% [©'] € H"[©'] nachgewiesen ist.

(A4). v € H.,[O,1] ist offensichtlich. Es bleibt nur stg(0,t) C C(v, + 1)
zu zeigen. Nach (A2) gilt m,v € C(v + 1,7), also wegen |t| < m auch 7,v; €
C(v:+1, 7). Dies impliziert, dass W) (v, +1) in Normalform ist, also sogar -y, €
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CO(y; +1) gilt, was v € C2(v, 4+ 1) und schlieBlich W0 (y+1) < W9(4; +1) nach
sich zieht. Damit ist stg(©) C C2(q; + 1) gesichert. Aus dem eben gezeigten
v € CU(y; + 1) folgt |t] € CVU(y + 1) N = UY(q; + 1), womit insgesamt
stg(©,t) € CY(y, + 1) bewiesen ist.

(A5). Durch die Voraussetzung 7 < Z(y + 1) gilt 7 € H,[0] C C2(y +1) C
Ci(v+1). Also ist wegen 7 < K auch 7 < Z(y + 1) und umsomehr 7 < Z(ay)
erfiillt. Die weiteren Bedingungen priifen wir getrennt.

A(©;7,7,0,p) : Im Fall 7 < 7 folgt 7 € C2(y + 1) N7 = WI(y + 1) aus
der Voraussetzung 7 € (N{C%(8) : 6 > v & 7 > 7}, so dass in jedem Fall
WO (y+1) < WY(y+1) erfiillt ist. Damit ist der Nachweis von stg(©) C C2(y+1)
erbracht. Sei nun § > v und x > 7 gegeben. Dann ist 7 € C2(5) Nk = Wo(§).
Aus 7 € H,[0] folgt 7 € C(y + 1,7) mittels (A2), was mit 7 < ¥2(4) zu
7 € C2(6) iibergeht. Insgesamt folgt 7 € {C2(8) : 60 >~ & x> T}
A(O;dp, 7,0, 1) : Wir zeigen C2(y + 1) C C%(dy + 1). Der Rest wird wie im
ersten Teil bewiesen. Im Fall 7 < 7 erhiilt man W0 (y+1) C m € C2(dp+1)NT =
W(dg+1)aus 7 € N{C20) : 6 >~y & 7 > 7}. Im Fall 7 = & folgt
Vo(y+1) < ¥o(dg + 1) aus Lemma 3.22 (v), da U9 (y + 1) und ¥Y(dy), wie

schon gezeigt, in Normalform sind.

Satz 7.15 Gelte A(©;v,m,& p) und I' C X<q(m). In allen folgenden Herlei-
tungen kommt (vef?) mit Konklusion H F A, A nur mit o <~ und lh(A) € H

vor, wobei A die Hauptformel ist. Dann gilt

a 5 Ve (&
wieller = wle =y
mit &:=v7Dwr(p®a) und 1:=1TDEDNQ wy(&) -2+ card(l).
Beweis durch Hauptinduktion nach g mit Nebeninduktion nach «. Zu ¢ €
T U{0,1} und gegebenem «, sei @, ;=7 P wo(pt P ) und 7, :=71 D ED N ®
wa(@,) - 2+ m+ 1 mit m := card(I"). Wir unterscheiden nach Art des letzten

Schlusses in der gegebenen Herleitung.
e (/\) mit Hauptformel A ~ A(A4,),e; € T. Es gilt

HZ[@,LH% I''A, mit o, < « fiir alle ¢ € J.
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Nach Voraussetzung ist A € Ag(r), daher ist stg(A) C H,[O] N7 C ¥2(y+1)
nach (A2), also gilt

vied (o] < 92y +1)).

Dies zieht A(©, ¢; 7, m, &, p) fiir alle ¢ € J nach sich. Nun kommt die Nebenin-

duktionsvoraussetzung zum Zuge.

R E(5
i[O, }L{O‘L) T A,

Laut (A1) und (A3) kann die Behauptung mit (/\) erschlossen werden.

e (\/) mit Hauptformel A ~\/(A,),c5 € I'. Es gilt
Hg[@]}% A, mit ap <« fiir ein ¢ € J.

Die Nebeninduktionsvoraussetzung liefert

. &l
up o)) g,

Mit einem (\/)-Schluss folgt die Behauptung unter Beriicksichtigung von
(A1) und (.A3).

o (refg) kann wegen I' C Yo () nicht vorliegen.

e (ref?7) mit K < 7. (k > 7 kann wegen I' C Y<(m) nicht der Fall sein,
k = 7 wird im néchsten Fall behandelt.) Die Behauptung folgt dhnlich wie
im vorigen Fall. Zusitzlich beobachtet man, dass k € H1[©] N7 C W) (&) aus
(A2) folgt.

o (reff) mit Hauptformel J2€L,[Ad”(z) A A\, Fz€2 Aj(z)] € T, wobei
A;(2) € ll<y(n) fiir alle j < k ist. Laut der tiber (ref?) gemachten Vorausset-
zung gilt 0 < und k <gn in H,. Des Weiteren gilt stat(o, ), o € H1[O],
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sowie g, ™ < o und wir haben eine Herleitung

(1) Hz[@]p% T, A\ A;(t;) mitt; € T,

i<k
Sei P C [0, k] die Menge der Indices j der Ily(m)— und II;(7w)-Sdtze unter
Ao(to), -+, Ar(ty). Diese Sitze haben die Gestalt A;(t;) ~ A(A)(t),s))seTs-
Da die angestrebte Herleitungsschranke Wé (&) unterhalb von 7 liegt, muss
der vorliegende (ref?)-Schluss eliminiert werden. Um die Induktionsvoraus-
setzung anwenden zu konnen, miissen einige Inversionen vorgenommen werden,

zunédchst die (A)-Inversion 5.12 (iii).
Hg[@]}% T, A;(t;) fiir alle j < k

Nun riicken wir den Allquantoren mit der (/\)-Inversion 5.12 (i) zu Leibe.

Durch n -2+ 4 <! 5 - 3 erreichen wir fiir j € P

HT3[O, 3]}% T, A(t;,s) fiir alle s € Tr.

Y

Zur einheitlichen Schreibweise sei A’(t;, ) := A;(t;) fiir j € [0, k]\ P gesetzt.
Dann gilt Obiges und A’(t;,s) € X< () fiir alle j < k. Sei ein s € T, fest-
gehalten. Fiir v, := v @ |s| gilt A(O, s;7s, 7,0, ) nach (A4) (o <~ gilt nach
Voraussetzung), also bekommen wir via Nebeninduktionsvoraussetzung fiir alle
i<k

s =75 D WQ(:U S5 aO)

Hle [@,s]’& F,A;-(tj, s) mit B = V(ay)
Ns :=TDo BN ws(as) 6+m+ 1.

Es ist a, < dp @ 7™ < & und wegen s <! 7 gilt:
¢ N U TBHIBNRuwa(dp®T)-6+m+1
LT @ N R (wa(dp®m)-6+1)+m+1
LT BN @ wa(d) dag+m+1

~

<en
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Damit ist H}* [©, 5] C HZO®W[@, s]. Nun kénnen wir die Reflexion des urspriing-
lichen Schlusses mit dem Beschrankungslemma 7.9 erreichen. Als Reflexions-
punkt wird v := U7 (dy @ 7 + 1) dienen. Wir betrachten nur noch s € 7, und

zeigen
(2) pBs<v<m.

U7(ap) ist in Normalform, also nach (zweimaliger Anwendung von) Lemma
3.22 (iv) auch v = WI(ay @& m + 1). Damit ist v < 7 gesichert und es gilt
m,ay € Cl(dp @ m + 1). Im Verein mit |s| < v C CI(dy @ 7+ 1) folgt ay €
CZ(cp & 7+ 1) und mit Lemma 3.22 (iii) erreichen wir 5, = U7 (a,) < v.

Wegen (2) und v € H".

doars11©,s] konnen wir das Beschrédnkungslemma 7.9

einsetzen.
M%M@@@$AWW%$fmwwgk

Wir vergroBern den Operator auf H![©, s] und wenden auf alle Herleitungen
mit j € P die (¥)-Regel an ((2) und v € H?[O] beachten).
%m%n@ww)mwmgk

Fiir die bevorstehende Existenzquantifizierung ist die Schichtbeschriankung
zu priifen. Die in (1) enthaltene Information auswertend erhalten wir |¢;| €

O . . .
HI[O]Nw C W) (y+ 1) C v. Daher kommen wir mit der (3)-Regel zu (siche
auch (4), unten)

‘HZKHF:?QIIHyELVAY“Ry) fiir alle j < k.
Durch k£ Anwendungen von (A) erhalten wir

(3) HlO] vt k +2 r, /\ Jyel, Agy’w)(y) fiir alle j < k.

J<k

Um die letzten k + 2 Herleitungsschritte zu legitimieren, muss noch
(4) v+k+2cHIO)

gezeigt werden. Dies folgt aus k <1h(A;;, 4;(t;)) <g 1 ganz leicht:
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e v+k+2<dla®aydT Do +kdgadn-d<ain@wt - 5aly
Um auf die Hauptformel des zu eliminierenden (ref?)-Schlusses zu kommen,
miissen wir noch herleiten, dass die Reflexionsmenge L, den gewiinschten
Zuldssigkeitsgrad o besitzt. Wie unter (2) gezeigt, ist v = Wo(ap & 7 + 1)
in Normalform, also gilt nach Lemma 3.22 (ii) v € M?. Von I~ L, = L, kann
man daher mit (\/)

6 el agr,)

herleiten. Wir verbinden die Herleitungen (3) und (5) mit (A) und gelangen
wegen v < 7 (siche (2)) mit der (3)-Regel zu

ICL}Q(V +2)+3

H[O)] T,3z€L, [Ad7(z) A\ Fyez APV (y)).
J<k
Mittels Lemma 3.22 (iii) erhalten wir v < W (&) aus
o ayd T+ 1< gilt wegen ™ < p.
e dy, 0,7 € C5(a) ist erfiillt, denn
olé(a4)inNF = a,7cC(a) = ~vyureCi(a) und
oag, 0 € H,[0] C C5(a).
Damit ist auch wy(v + 2) + 3 < ¥&(a) € H![O)] gezeigt und dieser Fall abge-
schlossen.

e Im Fall (cut) haben wir fiir eine Schnittformel C' mit Rang < i die Pramisse
(6) ’HZ[@H% [, (=)C  fiir ein ap < a wobei 1h(C) € H1[O] ist.

o 1. Fall: i = K+1. Fiir k := Z(dy) folgt aus Satz 7.13 (stg(0) C Co(y+1) C
Cr(y+ 1) gilt durch die Voraussetzung 7 < =(y + 1) aus A(0;7,...))
0 E(do ©® /i)

ag®dk

[@7 /ﬁ:] F? (_')C(HJC) mit Mo ‘=1 ® wl(dO) 24+m+ 17

denn wegen I' € Yoy (7) und 7 < K (nach Konvention ist 7 € REG<X) gilt
IK) =T Aus Nk = Ncig+ 1 < N @ wi(do) + 1 folgt H2 [0, k] C H (O]

fiir v := @y ® w2 (K @ ap) und 1y :=n @ wi(ayp) - 3+ m + 2. Bevor ein Schnitt
ausgefiihrt werden kann, muss rk(C**)) < Z(dy @ k) gezeigt werden.



104KAPITEL 7. KOLLABIERUNG UND IMPRADIKATIVE SCHNITTELIMINATION

o 1k(CR)) € Cy(do @ k) NK =Z(dy @ k) folgt aus
ostg(C) CHI[O] C C(y+1,m) C Cx(y+1) € Cx(dp © «) und
ok € Ci(ap ® k).
Wir kénnen daher unser Vorhaben durchfiihren.

(1) Hu[O]] r

Die Voraussetzung A(O; v, 7, &, 1) beinhaltet 7 < Z(y+ 1), womit durch Lem-
ma 3.21 (iv) 7 < Z(ap@®K) offenbar wird. Aus (7) wissen wir, dass Z(do @) €
H./[O] der Fall ist. Insgesamt ist so der Nachweis von A(O;~', 7, &, Z(dp ® k))
erbracht. Da Z(ap @ k) < K = p ist, kénnen wir die Hauptinduktionsvoraus-

setzung einsetzen (Bemerkung nach Satz 7.13 beachten).

/HZQ[@HM T mit B:=7 Pw(E(dog®K)-2+1)
N =BT M QW (B) 2+ m
Wie oben folgt dy € C5(&). Dann ist wegen oy < & auch x,7" € C4(&) und
wegen do®r < & auch Z(d®k) € C(A). Insgesamt ergibt sich § € CS(4)Né,
was W& () < WS (&) nach sich zieht. Es bleibt 1, <lg ) in Hg zu zeigen. Es gilt
o < n®@wi(dp) - 3m  mnach Lemma 3.33 (vii).
o 1= @wa(B) 2 +m <N wi(dy) @ws(B) - 6m* =: 1}
o 1 <! n@wi(&)®dy+m < n®w (&) -2+ m =: 1} errechnet man wie
folgt.
o Ny < 2Nay
o N < N+ +4Ndig+7 < 6Ny + 7
o Nnhy <3%-6-Nn- Nwi(dp) - Nwy(B) - m?
< 2[3(Ny + 6Ndip + 11)]* - m?
< 9[33(Nn + Ndo + 1)J* - m?
< O(Nn+ Nayg+1)-®(m) mit ($.2)
< O(Np®wi (&) @ ap+m) mit ($.4) und Lemma 3.31
Allesin allem gilt Ny =BT B 1, < ED T B 1) = 1.

Bei den folgenden Fillen sei p < K vorausgesetzt. Sie gehen analog zu den
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Féllen 4.1 bis 4.3 in der impradikativen Schnittelimination bei KPM, Satz 7.6.

o 2.Fall: tk(C) < w. Aus (6) ist stg(C) C H,[O] ersichtlich, was rk(C) €
H,[0] N7 C W&(dp) nach sich zieht. Damit folgt auch (=)C' € Ag(m) und

darum ist es erlaubt, die Nebeninduktionsvoraussetzung anzuwenden.

w1 (e
Hinsichtlich obiger Rangabschitzung lésst sich der urspriingliche Schnitt wie-

derholen (die Langenbedingung bekommt man aus (6)) und man kommt dank
(A1) und (A3) zur Behauptung.

o 3. Fall: 7 < 1k(C') ¢ REG. Aus stg(C) C H,[0] folgt rk(C) € H,[O)], also
kénnen wir mit Lemma 3.25 und 3.23 (vi) ein o € #H,[O] wihlen, fiir das

Q, <1k(C) < Qyy1 und No < Nrk(C)

gilt. Sei 7 := Q1. Aus ™ < 1k(C') < p € Card folgt 7 < 7 < p nach Wahl von
o. Es gilt daher A(©;~, 7,0, 1) nach (A5) und I' U {C, ~-C} C Ay(7) wodurch

eine Anwendung der Nebeninduktionsvoraussetzung legitimiert ist.
UY(q . .
He (O] T(.O‘O) L, (=)C mit =7 @nQwy(dp) -2+ m+1

Mit A(0;, 7,0, ) folgt rk(C') € H,[0]NT C ¥(dp). Aus einfachen Monoto-
niegriinden (7 < pu & N7 < Nrk(C)+2 = 7<au®rk(C)<gudn@w? <t n@pu)
kann daher mit C" := C' bei (O) fortgesetzt werden.

o 4. Fall: 7 < 1k(C) € REG. Sei 7 := rk(C) und 0.E. C' = Jz€L, A(z) €
Y1(7). Es gilt A(©;~,7,0, 1) nach (A5) und I', C C ¥4 (7), weshalb die Ne-
beninduktionsvoraussetzung zum Einsatz kommen kann.

U (aq . R
H;@O[@Hﬂ [C mitng :=7@n@wa(ap)-2+m+1

Wegen W)(co + 1) € HZ . [0] konnen wir folgende Beschrankung (7.9)

durchfithren.

0 ~
Hn}ﬂ[@] ‘IIT(QO) T C(‘I’Q(OZO-&-U,T)
(s} . )
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Ebenfalls wegen W (co 4 1) € H2 ,[O] resultiert eine geeignete Anwendung
der Persistenz 5.11 auf (6) in

Hi [O]fF% T ~Cr i,

Da A(©; g, 7,0, 1) nach (A5) erfiillt ist, ergibt die Nebeninduktionsvoraus-

setzung

0 .
Hz? [@] \I[‘r(f)/> F) —|C(‘I’9(0?0+1),T) mit ’7/ =)D WQ(:U D OiO) +1
' N =T®m Quwa(y) -2+ m+1.
Fir ¢’ := CWr @+ gt vk(C") € H, 0] N7 C Woy). Wir kinnen
(1 =1k(C) <g n ® w?) fortfahren mit ...

(Od) Esgilt A(O;7,7,0,u) & tk(C’) < ¥2(v) & 1h(C") =1h(C)
und 7 <7< & T<dgn®@p in H,y sowie

\IJO / e
Hzg O] () T, (-)C’ mit Y o D wa(p @ O‘/O)
' Mo =T®m Qua(y)-2+m+ 1.
Wegen 1h(C’) = 1h(C) erhalten wir aus (6) die notige Information, um die

Formeln C” und =C’ mit einem Schnitt gegeneinander auszuspielen.
UO(+) +1
H™ O }77 r
719 v2(y)

Gilt # = 7, so gelangen wir durch Ausnutzung der Monotonien +' < @,
V() < W2&) und 1y <g ) in Ha zum Ziel. Dabei folgt 7y <g 7 aus
der unten nachgewiesenen Abschitzung 1, <g 7, da 71, ein Teilterm von
ny ist. Fir den Vergleich der W—Terme reicht der Hinweis, dass nach (.A2)
g, it € HA[0] C C2(A) gilt.

Sei also fortan m < 7. Wegen U2(y/) € H.,[©] gibt es nach Lemma 3.25 und
3.23 (vi) ein 0 € H[O] mit

Q, < V(7)) < Qpyy und No < NU ().
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Fiir v := Q, gilt [7, ¥2(y)[NREG<* = {), deswegen konnen wir einige pridi-
kative Schnitte mittels Lemma 5.14 eliminieren.
w2 T it B = PUL () (V) +2)
N =2 ®p-2
A(©;~,m, & i) beinhaltet 7 € H,[0]. Mit A(O;~, 7,0, 1) erlangt man © C
Co(y+1)N7 C ¥Y(v'). Nach Wahl von o folgt v € H.,[0] und im Verein mit
der gerade hergeleiteten Abschitzung m < v, also ist A(O;+/, 7, &, v) der Fall.

Wegen v < p kann jetzt die Hauptinduktionsvoraussetzung zuschlagen.
’Hg‘,‘[@]}m Domig P57 @e®h)
M=m1®EDnN w(f) 2+m
Aus v,a0,0,7, 10 € Hy[O] C Ci(a) folgt v, V2(y') € C(a&) und schlieflich
B € C(@). Daraus setzt sich insgesamt 3’ € C(&) zusammen. Im Verein mit
B < & liefert Lemma 3.22 (iii) W& (8') < W5(A). Es bleibt ny <g 1) in Hqa zu
zeigen.
N =TDBNRwa(dp) -2+ m+1<gn®@wsdy)-3m
nach Lemma 3.33 (vii) und wegen 7 <g n ® p (Voraussetzung von (0))
o =T7&m Rw(Y) 2+ m+1<gn@ws(d) ®wa(y') - Tm?
o N3 =1 ® 21 ®wy(do) ®wa(?) ® B - 14m?
o 0y =13 R@wy(f)-24+m g N wa(do) ®wa(y) Rwa(f) ® B -28m* =: 15
o 7t <! n®@we(&) B dp & T+ m =: nj errechnet man wie folgt:
o Ny <2Nay+1
o NB < ANdy+2N7 +7
o Nv < NUY(y)+1<2Ndy+ N7+ 3
o NB' < 8Ndy + 3NT + 13
o Nny <28-3'-Np- (NG +2)*-m?
<10-3%-[Nn+8Ndy + 3NT + 15)° - m3
<10-[3-15(Nn+ Ndy+ N7+ 1)]° - m?
< O®(Nn+ Nay+ N7+1)-&(m) mit ($.2)
< ®(Nng) mit ($.4) und Lemma 3.30 (i), da Nwy(&) > 2



108 KAPITEL 7. KOLLABIERUNG UND IMPRADIKATIVE SCHNITTELIMINATION

¢ <N Quw (@) DaBNDNRu+m <t nRuwe(a)-24+m=:1n,
Alles in allem folgt:
* Mg =THEDBN N TBEDN =1



Kapitel 8
Hauptsitze und Resultate

In den Sétzen dieses Kapitels werden nur noch Terme endlicher Schicht zum
Operator adjungiert. Fiir solche Terme s und ¢ gilt' H[s, t] = H[max {]s|, |¢|}],
daher reicht es, im Folgenden Operatoren zu betrachten, denen nur eine
natiirliche Zahl adjungiert ist.

Nach den hochentwickelten Schnitteliminationsverfahren folgt ein Kapitel
mit ganz elementaren Beweisen. Die letzte Aufgabe, die auf dem Weg zur
Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen noch vor uns liegt,
besteht darin, den Parameter n bei einer schnittfreien Herleitung einer 3 (w)—
Formel in den abzihlbaren Bereich des Bezeichnungssystems zu kollabieren.
Mit dieser Technik kann man auch ein weiteres Ergebnis beweisen. Die
schnittfreie RS(¥)-Herleitung einer 3 (w)-Formel ist endlich. Eine endliche
Herleitungsldnge kann man effektiv bestimmen, durch die folgende Version

der n—Kollabierung.

Satz (n—Kollabierung, alternative Fassung)
Sei stg(I', B(@)) < k <w und v € H,[k]. Dann gilt firn :=~v®&n®w* -2

HI[k][G T, 32€ly B(x) = |- T, 30€L, B(z) mit m = Fyq(k).

!Dabei ist mit H[k] fiir k¥ € w natiirlich der Operator (X — H({k} U X) gemeint.

109
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Dies lésst sich ohne weitere Hilfsmittel durch Induktion nach a beweisen. (Da-
bei zeigt man |5+ I', z€L,;, B(z) fiir m > m.) Wir verwenden aber eine Fassung
der n—Kollabierung, die analog zur Kollabierung (Lemma 2.7) in PA 14uft. Da-

zu bendtigen wir zunéchst etwas Semantik und ein Analogon zu Lemma 2.5
(iii).

Definition 8.1 Se: IL die konstruktible Hierarchie. Wir definieren rekursiv:

L, — 1L,
o0 TV — L,;
[z €L, : A (2,8)] — {z e L, : L, E Alz,0(5)]}
Zur einheitlichen Formulierung setzen wir o(0) := 0 und o(1) := 1. Fir J C

T2 seio[J] := {o(t) : v € J}. Fiir RS(9)-Formeln ¢-= (@) mit @ € T setzen
wir (¢4 (@))° == ¢'= (0(d@)).

Lemma 8.2 Vn<w o[7,°] =L,

Beweis. o[T,”] C L, ist klar, fiir die andere Richtung wird Induktion iiber n
gemacht.
o Esgilt Iy = 0 = o[T].

e Sei s € I,y also s C L, Es ist card(lL,) = 2,(0), also ist
s = {s1,...,8m} mit m < 2,(0). Nach Induktionsvoraussetzung exi-
stieren zy,..., 2, € 7,7, so dass o(z;) = s; gilt. Dann ist z == {z €

Lyp1:z=x V- Vz=ux,} €772, denn es gilt |z;] < n+1 und
Ih(z=2,V---Vz=1x,) <bm < ®(n+1). AuBerdem gilt o(z) = s.

Lemma 8.3 Seistg(A) C w. Dann gilt:
(i) A A(A)es: LyoEA < Vel L, = (A)°
(i) A~\(A)wes: Ly,EFA < el L, = (A)°

Beweis folgt aus dem vorigen Lemma.
Die beiden folgenden Aussagen treffen auf RS(M)— und RS(K)-Herleitung

gleichermafien zu. Beim Beweis der n—Kollabierung sollte man jedoch beach-

ten, dass in den beiden Féllen die C-Mengen unterschiedlich definiert sind.
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Die Analogie sowohl bei den C-Mengen, als auch bei der Normalformbedin-
gung an die Terme oo bzw. U (a) ist jedoch so groB, dass der Beweis der

n—Kollabierung fiir beide Fille formal gleich gefiihrt werden kann.

Lemma 8.4 Seistg(A) <k <w & L, | —A°. Dann gilt:
’H"[k;]}% A = H"[k]l% r

Beweis durch Induktion nach o.
1. A~ A\(A,).e; ist Hauptformel des letzten Schlusses.

H[k, L]}% I A, A, mit o, <afirallecelJ

Aus L, E —A° folgt mit Lemma 8.3, dass es ein ¢y € J gibt, fiir das
L, E —(A,)° gilt. Es ist stg(A,,) < stg(A) < k < w und wegen || < k < w
gilt H"[k, o] = H"[k], also folgt mit zweifacher Anwendung der Induktions-
voraussetzung die Behauptung.

2. A ~\/(A,),e; ist Hauptformel des letzten Schlusses.

’H"[k]}% VA A, mit ap < « fiir ein g € J

Aus I, | —A° folgt mit Lemma 8.3 I, = —(A4,,)°. Es ist stg(A,,) < stg(A) <
k < w, also folgt mit zweifacher Anwendung der Induktionsvoraussetzung die

Behauptung.
3. Die Hauptformel des letzten Schlusses ist in I'. In diesem Fall folgt die

Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung mit demselben Schluss.

Satz 8.5 (n—Kollabierung)
Sei stg(B(2)) <k <w & v € H,[k]. Dann gilt fir ) :=~v®n® (a+1)

RS(V) : HIKIG Fr€lu Blx) = Ly Fwelg g B°(2).

Dabei ist YMa = Poa und P*a = U (a).
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Beweis durch Induktion nach «. Wir schreiben F anstelle von F? und ¢ fiir
Y?. Zu gegebenem aq sei 1y == v ® 1 ® (ap + 1). Als Voraussetzung fiir den

letzten Schluss haben wir
(%) Hz[k:]}% Jzel, B(z), B(tp) mit ag < « fiir ein ¢p € To,.

(O.E. tritt ¢ in B(i) auf, vgl. die erste Bemerkung nach Definition 5.3.) Aus
|eo| € HI[k] folgt, dass es 1, ..., nn € H[k] gibt mit o] = 7o < -+ - <1 = 7.
Ist |eo| = 0, so setzen wir 1y = 1 (bzw. streichen 7y aus der Reihe 7, ..., n,,

falls 7, = 1 ist). In jedem Fall erhalten wir
o Dm0 - e =n und 1 >0
Fiir i < n gilt (da auch v € H,[k] ist)
v & n € Hyk] € C(y+1,0) € Cly @i, 0),
also ist ¢ (7 @ n;) in Normalform. Mit der Information |¢o| < w folgt daraus
(1) ol <"y @ 10) <y -+ < V(v D ) ' .
Wiederum wegen || < w folgt mit Lemma 3.28 (ii) und (iii)
(2)  feol < Flugi(k) < Funip (k).

Wegen ag € H1[k] gibt es 1o, . . . , 7, aus H,[k] mit g = No<em<p+ - <l = 1.
Fiir i < n gilt (da auch v, a € H,[k] sind)

YyenRadn € Hy k] CCy+1,00 CCvdn@adn,0),

also ist 1; := Y (y®n®@adn;) in Normalform und ebenso ¥y und 7. Damit

erhalten wir

(3)  wtio Dy, o <p 1 g+ T Yu = ).

1. Fall: L, = (B(t))°. Aus (2) und (3) folgt |eo] < Fyys(k), also gilt die
Behauptung.



113

2. Fall: I, = —(B(t0))°. Wir vergréfiern den Operator in () auf HI[Fy;, (k)]
und wenden Lemma 8.4 an (es gilt stg(B(t)) < Fy (k) < w).

Q
HI[F iy (k)] fg> Fr€Le B(x)
Mit (3) und Lemma 3.28 (iii) folgt
Fopy (Funig (F)) < Fup (k).

Die Behauptung kann jetzt durch die Induktionsvoraussetzung erschlossen

werden.

Die Kodierung einer Berechnung in einer mengentheoretischen (L) Version
von Kleenes T-Pridikat kann nur in IL,, nicht aber in w stattfinden?.
Daher miissen wir eine Lc—Formel Lomega(z) definieren, die die Menge IL,
beschreibt und von der die infinitdren Systeme zeigen, dass sie auf L, zutrifft.
Diese Aufgabe wird im Anhang erledigt.

Definition. Lomega ist die Lc—Formel, die im Anhang C.2 definiert wird und

fiir die
KPw F 3z Lomega(z) und IL = Vz(Lomega(z) +» z =1L,)
gilt.

Lemma 8.6 RS(ﬂ)Ii Lomega”(L,,)

Beweis ist im Anhang, Korollar C.8.

Satz 8.7 (Hauptsatz fiir KPM)
Sei ¢ € Ay eine Lc—Formel mit FV(¢) C {z,y}.
Gilt KPM F Lomega(z) — Vz€zJyez o(x), so gibt es ein n < oepri1 mit

Dabei bezeichnet |x| fir x € IL die Schicht von x in L.

2Fiir diesen Hinweis danke ich Wilfried Buchholz.
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Beweis. Fiir die GroBenabschétzung des Parameters 7 reicht es nach Satz 3.6 zu
wissen, dass er am Ende im abzdhlbaren Teil des Bezeichnungssystems T(M)
gelandet ist. Da es offensichtlich ist, dass durch die angewendeten Sétze das
Bezeichnungssystem nicht verlassen wird, miissen wir im Folgenden die Ordi-
nalzahlschranken nicht genau bestimmen.

Aus der Voraussetzung folgt mit dem KPM-Interpretationssatz 6.7 die Exi-

stenz von 1y, ap € T(M) und n < w mit
a
H }h Vz€Ly (Lomega (z) — Va€zyez ¢(z,y)).

Durch Inversionen 5.6 (i), (iii) und Schnitte mit }2 L,, € Ly, und der Herleitung

aus Lemma 8.6 erhalten wir
g+ 2
HE [w] }h Vxel, JyeLl, o(x,y).

Wegen a<lyn = a<in+3 gilt HP[w] C HEPH (es ist Nw = Nw*’ = 2). Daher
kénnen wir den Operator erhéhen auf H{°™®. Durch (n — 1)-fache Anwendung

der pradikativen Schnittelimination 5.8 ergibt sich
e
(1) H{ Ml T VzeLl, yel, é(x,y).

Es ist 0,92, M € Hy und stg(VxeL, Jyel, ¢(x,y)) = {w} C Cq(1), also be-
kommen wir mit der impréidikativen Schnittelimination 7.6

HE @ Vaxel, Jyel, ¢o(x,y) fiir &1 := wa(M @ ).

Die verbliebenen Schnitte werden von der pradikativen Schnittelimination 5.8

beseitigt.

H I% VaeL, FyeL, ¢(x,y)

Daher liefert Inversion 5.6 (i) und ein Schnitt mit [ ¢ € L,

HE ]SS yely élt,y) fiir alle t € T,
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Da nach (1) insbesondere a; € Hy der Fall ist, gilt auch & € Ho C Ha,[t],
also folgt mit n—Kollabierung 8.5 fiir ein n € T(M) N Q

L, Jrelpa ), o(o(t),z) fir allet € T,.

Nach Satz 3.6 gilt n < wqeps1, also erhalten wir mit Lemma 8.2 die
Behauptung.

Korollar 8.8 Fiir jede beweisbar rekursive Funktion f von KPM existiert ein

1N < Yaen1 mit der Eigenschaft
Veew f(z) < Ff;/[(:c)

Beweis. Nach elementaren Ergebnissen der Rekursionstheorie kann der Graph
jeder rekursiven Funktion durch eine Y;—Formel beschrieben werden. In der
Sprache L kann die Berechnung in IL, kodiert werden. Zu einer rekursiven

Funktion f gibt es also eine Ag—Formel F', so dass fiir alle z,y € w
fl@)=y & L,E3wF(wuzy)
gilt. Ist f beweisbar rekursiv in KPM, so ist

KPM  Lomega(z) — Vrez Jyez Jwez
(ord(z) — ord(y) A F(w,x,y))

der Fall. Dann gilt aber auch schon

KPM + Lomega(z) — Vr€z Jyez Juw; €y JwaEwy JwzEwy
(ord(z) — ord(ws) A y = (wq, w3) N F(wsy,x,ws)).

Nach Satz 8.7 gibt es ein n < ¥qep1 mit

L, | Vx EIyELFQJ(lxD Jw, €y JwyEwy JwzEw,
(ord(x) — ord(ws) A y = (we,ws) A F(ws,z,w3)).
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und das hat
Veew f(x) < Fé”(x)

zur Folge.

Damit ist die Analyse von KPM geschafft. Analog zu dem Resultat fiir
PA erhalten wir eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen
von KPM. Die Tatsache, dass die Totalitdt aller Funktionen der Hierarchie
(Fy)y<yaerss in KPM bewiesen werden kann, folgt aus [Rathjen 1994a).

Korollar 8.9 (Die beweisbar rekursiven Funktionen von KPM)

Die Klasse der rekursiven Funktionen, deren Totalitdt in KPM bewiesen wer-
den kann, enthdlt genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwen-
dung von Substitution, primitiver Rekursion und (F%)KW&MHfbeschrdnktem
u—Operator auf die Funktionen (x — 0), (z — x + 1) und (¥ — x;) erzeugt
werden.

Satz 8.10 (Hauptsatz fiir KP+(II3—Ref))
Sei ¢ € Ay eine Lc—Formel mit FV (¢) C {z,y}.
Aus KP + (II3-Ref) F Lomega(z) — VeezJyez A(x,y) folgt

L, =Vz Fy€lpr (a)) A(x,y)  fiir einn < U (excy1)-

Beweis. Wie in Satz 8.7 brauchen wir auch hier die Ordinalzahlschranken nicht
genau zu bestimmen.

Aus der Voraussetzung folgt mit dem Interpretationssatz 6.9 die Existenz von
Mo, g € T(K) und n < w mit

Hy [ V2€Lx (Lomega” (2) — Vrez3yez A(z,y)).

Durch Inversionen 5.12 (i), (iv) und Schnitte mit = L, € Li und der Herlei-
tung aus Lemma 8.6 erhalten wir fiir 1, a4 € T(K)

H [w] }%17_1_71 Vxel, Jyel, A(z,y).
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Wegen a <y, = a<4n+ 3 gilt H'w] C HE fir ny :=m + 3 (es ist Nw =
Nw*’ = 2). Daher kénnen wir den Operator erhhen auf #{*. Nach (n — 1)~

facher Anwendung der pradikativen Schnittelimination 5.14 haben wir

n3 |2
(1) HO }m Veel, dJyel, A(ZE, y)
Wegen 0,Q,K € H, gilt A((;0,9,0,K). Nach der Beobachtung zu Satz 6.9

konnen wir Satz 7.15 anwenden. Wir setzen dyp := wo(IC @ az), um

HZ; |$ VaeLl, Jzel, A(z,y)

zu erhalten. Inversion 5.12 (i) und ein Schnitt mit der Herleitung = ¢ € L,
liefert

H [t] }g—i JyeL, A(t, ).

Den verbleibenden Schnitten riicken wir mit der préadikativen Schnittelimina-
tion 5.14 zu Leibe.

a

M [t 5> Jyele At y)
Da nach (1) insbesondere ay € Hy der Fall ist, gilt auch dy € Ho C Ha,[t],
also folgt mit der n-Kollabierung 8.5 fiir ein n € T(K) N Q

Mit Lemma 3.17 (ii) und 8.2 erhalten wir die Behauptung.

Um die vollstdndige Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen
zu erhalten, benutzen wir das Resultat aus [Schliiter 1997]. Damit folgt, dass
KP+(I13-Ref) die Totalitét aller Funktionen der Hierarchie (Ff )< (exc1) DE-

weist.

(ex+1

Korollar 8.11 (Die beweisbar rek. Funktionen von KP+ (II3—Ref))

Die rekursiven Funktionen, deren Totalitdt KP +(I13-Ref) beweist, sind genau
diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Substitution, pri-
matiwer Rekursion und (Ff)KW?](EKH)fbeschrdnktem pn—Operator auf die Funk-

tionen (x +— 0), (z — x+ 1) und (¥ — x;) erzeugt werden.
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Kapitel 9
Epilog

In dieser Arbeit werden drei Techniken zur Bestimmung von IT9-Skolem
Funktionen entwickelt. Der Ansatz, der zur Untersuchung von KPM und
KP+(II3-Ref) eingesetzt wurde, ist so universell, dass er sich auf viele Theo-
rien anwenden lésst, fiir die man eine Ordinalzahlanalyse mit Operatortechnik
machen kann. Letzteres wird fiir ein ganzes Biindel von KP-Theorien in
[Pohlers 1997] durchgefiihrt. Fiir viele dieser Theorien lédsst sich mit der
hier vorgestellten Vorgehensweise ohne Probleme eine Klassifizierung der
[19-Skolem Funktionen vornehmen. Die Schnitteliminationsverfahren kénnen
dazu aus dieser Arbeit iibernommen werden. Die Analyse der Theorien in
[Pohlers 1997] unterscheidet sich im Wesentlichen bei der Einbettung. Um
dies zu illustrieren, folgt eine Skizze, wie man die Analyse von KPM fiir die
Theorien KPI und KPi nutzen kann.

KPi entsteht aus KPM durch Ersetzung des Axioms (Mahlo) durch:
(Lim) Vz 3y (Ad(y) A z € y)
Streicht man die (Ag—Koll) aus KP4i, so erhélt man KPI.

Um das (Lim)-Axiom in das infinitdre System RS(M) einbetten zu kénnen, er-
weitern wir die Definition von X* um die Komponente {{* : € € X'} und sehen

nur noch solche Operatoren als gut an, die abgeschlossen unter (€ — £ )ecns
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sind. Durch die Ausweitung der Sternoperation konnen wir
Ii (Lim)* fiir jedes \, das Limespunkt von REG=" ist,

zeigen: Sei a € T,M gegeben. Dank der neuen Sternoperation gilt x := |a|™ €
stg(JyeLa (Ad(a) A a € y))*. Die Voraussetzung, dass A ein Limespunkt von
REG ist, garantiert £ < A. Mit Lemma 4.11 folgt |* L, € Ly A Ad(L,) A a €
L. Ein (\/)*~Schluss ergibt = Jy€L, (Ad(y) A a € y) und daraus folgt die
Behauptung.

i:= 90 = min{f € REG: C(0,8) " M C g} ist die kleinste unerreichbare
Kardinalzahl!. l:= Q, ist der kleinste Limespunkt von REG. Unter Hinzunah-
me von Lemma 4.13 erhalten wir die folgende Einbettung der Theorie KPv
fir ¢ € {i, 1} analog zum KPM-Interpretationssatz 6.7.

Fiir jeden Lc—Satz ¢ gibt es ein n € T(M) Neyyq und ein n € w, so dass
Y+w
Y Ut
gilt.

Um die IT9-Skolem Funktionen von KP4 geeignet majorisieren zu kénnen, muss
man im Hauptsatz fiir KPM, Satz 8.7, iiberall M durch 9 ersetzt. Zusatzlich
muss man iiberpriifen, dass der Parameter 1 nach der Einbettung die néchste
Epsilonzahl £ 1 durch die Schnittelimination nicht erreicht oder iiberschreitet.
Dazu reicht ein kurzer Blick auf die verwendeten Satze. Wir stehen also mit
einem 1 € T(M) Neyyq vor der finalen Anwendung der n—Kollabierung. Diese
liefert uns die Aussage, dass die Skolem Funktion des II3-Satzes mit dem wir
aus KPv gestartet sind, durch die Funktion nyﬂ 5 majorisiert wird. o7 ist in
Normalform (diese Information liefert der Beweis der n—Kollabierung) und 7 ist
kleiner als ey, 1. Es folgt 1on < ¥geg1 nach Lemma 3.11 (iv). Damit erhalten
wir die Charakterisierung? der beweisbar rekursiven Funktionen aus Abschnitt

1.2 auch fiir die Theorien KPI und KPi, und zwar mit den beweistheoretischen

LUblicherweise wird diese mit I bezeichnet.
2Dazu muss FT/ = FEY{PM fiir T = KPI und KPi gesetzt werden.
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Ordinalzahlen:
o || KPL|| := ¥acq, 11
o ||KPi|| == ¥acy,001
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Anhang A
Analyse von KPw

Wir benutzen die Terminologie aus Kapitel 3. Zunéchst wird das fiir die Analy-
se von KPw benutzte Ordinalzahlbezeichnungssystem eingefiihrt und die Funk-

tionenhierarchie, die die KPw—beweisbar rekursiven Funktionen majorisiert.

Definition A.1 Durch simultane Rekursion nach o definieren wir

e Ya:=min{f : C(a,f)NQC S & ae€ Cla,[)}

e C(a, B) ist der Abschluf$ von U {0,Q} unter den Funktionen

+, ¢ und (1 = Un)y<a-

Zur Abkiirzung sei

o faf =W ® B) fir f < Q.
Man kann a3 natiirlich auch fiir beliebige 5 definieren, aber um ein einfaches
Grifenvergleichskriterium zu haben, benutzen wir per Konvention Oa3 nur fiir
B < Q. T(Q) bestehe aus allen Ordinalzahlen, die aus 0 und Q mit den Funk-
tionen +, (€ = wb), (p€ — ©p&),e<q und (n — In) gebildet werden kinnen.
Der Term Qv ist fir jedes a in Normalform. Fir o € T(Q) sei No(«), auch
kurz Nao geschrieben, die Anzahl der Zeichen €, ¢, ¥ in der Termdarstellung
der Normalform von «. (Wir sehen wieder w® nur als Abkiirzung fiir pOa an.)
Beispiel: Nw = Np0(¢00) = 2, N0aB = N9(w*®*®B) < 3+ Na+Nf, wobei
Gleichheit fiir o > 0 gult.

Des Weiteren setzen wir
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e o' := max (SCqa U {0}).

Satz A.2
(1) T(Q) g C(€Q+1, O) N EQ41
(i) T(Q)NQ C eam

Beweis. (i) Da die Kollabierungsfunktion nur Werte < 2 annimmt und
die Funktion (p€ — ¢p€) fiir p > 0 in T(M) nur auf abzdhlbare Werte
angewendet werden darf, gilt T(Q) C eq;. Daraus folgt durch einen Vergleich
der Definition von T(£2) mit derjenigen der C-Menge T(§2) C C(eq41,0).

(11) Mit (1) fOlgt T(Q) NnQ Q C(69+1, 0) N« Q C(€Q+1,19€Q+1> BRY) Q 19€Q+1.

Ab jetzt stehen kleine Griechen nur noch fiir Ordinalzahlen aus T(€2).

Lemma A.3

i) B<Q = card Cla,p) <
(ii)) Cla, A) = U{C(e,5) : B < A}  fiir A € LIM
(iii) n € Cle, f) & SC(n) € C(a, )
(iv) Ja € SC
(v) of <da <

) o £ da

(vi

Beweis. (i) bis (iv) folgen direkt aus der Definition.

(v) Wir zeigen zunéchst Ja < €. Dazu setzen wir fy := a* +1 < Q und
Br+1 :=min{¢ : Cla, ,) NQ C &} und B :=sup{f, : n € w}. Wegen (i) gilt
Vnew (B < Buy1 < Q) und aufgrund der Regularitidt von €2 ist § < Q. Mit
(ii) ergibt sich

(1) Cla, /)N = U{Cle, Bn) NQ: new} C UBnsr : new} =

Es folgt a € C(0,a* 4+ 1) aus o* € C(0,* + 1) mit (iii). Damit erhalten wir

(2) «a € C(0,5) € Cla, B).
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Nach Definition von Yo folgt aus (1) und (2) da < 5 < Q.
Es bleibt a* < Ya zu zeigen. Aus a € C(a, da) folgt a* € Ca, da) N Q2 = da.

(vi) folgt fiir @ > Q aus (v) und fiir @ < 2, wenn man die Definition von Ja
betrachtet. Fiir a <  gilt ndmlich o € C(a, ¥a) N Q = Ja, also o < Jav.

Lemma A.4
(i) o <V & a<Q = a<ip
(i) a<p & a* <9 = dJda<ip
(iii) ap < a1 & SCqofap, &} <& = fOagéy < oy

Beweis. (1) Aus a* < 9f folgt SCoa C C(B,95) N 2. Mit der Voraussetzung
a < Q erhalten wir a € C(5,95) NQ = 90.

(ii) Aus o < 9f folgt a* € C(B,90) und mit o < 5 und Ja <  (Lemma A.3
(v)) konnen wir auf da € C(S,96) N Q = I3 schlieflen und haben damit die
Behauptung bestétigt.

(iii) folgt aus (ii), wenn die Konvention &y, &; < € beachtet wird.

Definition A.5 Fiir die allgemeine Definition von <! siehe 3.26.
o F)(2) = max ({®(2)} U {FaoFa(z) : a <) })
o Frp:=F}(0)

Im Folgenden schreiben wir N anstelle von Ng(«), und lassen den oberen

Index Nq bzw. 2 bei den Funktionen F, und den Relationen < meistens weg.

Lemma A.6
() & < D) < Fy(w) < Fyona)
(ii) Fy(z) < F,oF, <F,pi(z), insbesondere gilt n < F,(z)
(iii) a<in = Fulz) <F,(z)
(iv) a<n & Na<®(Nn+F,(z)) = Fulz)<F,(x)
(v) F(0ng +1) <FO(n+1)¢
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Beweis. (i)-(iii) werden wie in Lemma A.6 bewiesen und (v) folgt aus (iii).

(iv) Mit (i) dann (iii) dann (ii) folgt

Fo(z) <Fo(Fy(z)) <Fy(Fy(z)) < Fypa(a).

Setzen wir L3, := Le¢, so erhalten wir die Sprache Lrso) und den Kalkiil
RS(Q2)" aus den allgemeinen Definitionen der Kapitel 4.1 und 4.3. Viele der im
Weiteren benétigten Definitionen und Sétze lassen sich wortlich oder mit klei-
nen Anderungen aus der Analyse von KPM iibertragen. Bei wichtigen Ande-
rungen, die sich aus der andersartigen Gestalt der Operatoren ergeben, werden

die Beweise ausgefiihrt.

Lemma A.7
(i) }i (Ext)® A (Paar)® A (Verein)® A (Ao-Sep)® A (Fund)®

Die Definition der Operatoren, die wir fiir die Analyse von KPw einsetzen
werden, geht auf einen Vorschlag von Andreas Weiermann zuriick. Da wir bei
der partiellen Schnittelimination in RS(£2) im Gegensatz zu RS(M) und RS(K)
nur eine einzige Kollabierungsfunktion einsetzen miissen, konnen wir die Norm
der Ordinalzahlen im Operator direkt durch diejenige Hierarchie majorisieren,
die die beweisbar rekursiven Funktionen einhiillt. Dies geschieht analog zum
Vorgehen bei PA. Allerdings erfiillt der Operator in der Analyse von KPw noch
eine weitere Funktion. Er gewéhrleistet, dass die Kollabierungsfunktion auf
den in einer H-kontrollierten Herleitung vorkommenden Ordinalzahlen (unter
zuséitzlichen Voraussetzungen) streng monoton ist (siehe Eigenschaft (c) in
Satz A.21).

Definition A.8 (H,—Operatoren) Der Begriff Operator wird aus Kapitel 5
ibernommen. Fir X = {€,..., &} sei X =& @ ... ®E,.

e H,: X = {a€T(Q):SCoa < X & Na < FonX}
Sei © eine endliche Menge von RS(Q)-Sdtzen und Elementen von T*U{0, 1}.
Wir setzten ©:= (stg(0)) und definieren wie bisher

o H[O]: X — H(stg(O)UX).
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Lemma A.9
(i) H,[©] ist ein Operator.
(i) 1 € (6]
(iii) {Hn0,Fon6} C H,1[O)]
(iv) a <n & a* <O & Na < &(Nn+ Fono)
= Ha[O] C Hy1a[O]

Beweis. (i)—(iii) sind klar.

(iv) Aus der Voraussetzung folgt §a© < 67O nach Lemma A.4 (i) und
NOa©® < ®(Nn© + Fhno), also impliziert Lemma A.6 (iv) und (v) FAaO <
FO(n + 1)© und im Verein mit fa© < O(n + 1)O folgt die Behauptung.

Lemma A.10
(i) H[J[] = H[]
(i) o] € HylO] = Hy[O,] € Hyi2[O]
(iii) stglh(A) C H,[0] = 1k(A) € H,42[O]
) stg(A) € H,[0] & AN/\( Jer & 1€
= stg(A) S Hy[O, ]
(v) stglh(A) € H,y[0] & A~ A(A)es & €]
= Ih(A) € Hy[O)

(iv

Beweis. (i) folgt aus stg(e) U stg(r) = stg(e).
(ii) Gegeben ist |¢| € H,[O], also SCqlt| < In© und N|i| < FnO.
e O,y <O @) <b(n+1)6
e NOn(©,.y < NonO + N|i| < ®(NO(n+1)© + Fo(n +1)0)
Mit Hilfe von Lemma A.6 (iv) und (v) folgt die Behauptung.
(ili) Es ist SCqrk(A) = SCqstg(A) C H,[0©], also SCark(A) < 9( + 2)0.
) € #,[O]

Durch Induktion nach A wird nun unter Verwendung von stg(A
(*)  Nrtk(A) < Fd(n+1)6 -1h(A)

gezeigt. Wegen 1h(A) € H,[0] ist die rechte Seite von (x) < (F(n +1)0)? <
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F(O(n+1)6 +1) < Fi(n + 2)©, womit die Behauptung bewiesen ist.
Nun zu (%):

e Nik(a € b) < 6Nla| +6N|b| +4 < 12FOn© < Fi(n +1)©

e Ntk(A A B) <™ FO(n+1)© - max {lh(A),lh(B)} + 1

<FO(n+1)0-1h(A A B)
e Nik(3z€a B(x)) <™ 6Nla| + 2 + FO(n +1)© - 1h(B)
<FO(n+1)©-(h(B)+1)

(iv) Dank der restriktiven Termdefinition gilt SCqstg(A,) € SCq({|¢|} U
stg(A)). Damit folgt SCostg(A4,) < On(O,:). Ist ¢ ein Seperationsterm
[zeLy, : A(x)], so gilt fir jeden Term ¢ aus der definierenden Formel A:
N|t| < ®(N|t|), woraus sich Nstg(A,) < FOn(O, ) ergibt.
(v) Es ist 1h(4,) < FO(n+1)© zu priifen. Dazu sei an die Bedingung
lh(¢t) < ®(Na) bei der Definition eines Terms [x€L, : ¢ (z,d)] erinnert.
Im folgenden ist 3 € stg(A), also N3 < Fono.

e A=ad¢ls: lh(t¢ @ — 1#Lg) =7<Fl(n+1)0

e A=a¢[z€ly: F(2)]: h(F(1) = ¢ #a) < ®(NB) + 6 < &(Fon0)

<Fi(n+1)6
e A=Ay A A 1h(A) < 1h(A) < Fon® < Fo(n+1)0
o A=VycLsB(y): Ih(tdé @ — B()) =2+ 1h(B) = 1 + Ih(A)
<Fono <Fo(n+1)©
o A=Vyelzels: F(x)]B(x): Ih(F(1) — B(1) < ®(NS)+1h(B) +1
< ®(FOnO) + Fono < Fi(n+1)0
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Definition A.11 Durch transfinite Rekursion nach o werden die Operator
kontrollierten Herleitungen von RS(QY) definiert. Sei Jloe= {t € J: || < a}.

”H}% L' git, falls {a} Ustg(I') CH

und einer der folgenden Fille vorliegt:

(N\) /\(AL)Lej el & H[L]I% VA, mit o, <a firalleovel

(\V/) \/(AL)LGJ el & ’H}% VA, mit ap<a fireniyella

¢ KC) < p & HT (=)C mit 05
) O)<p & HRT (O mit 1S
Qa0 < «

f J2€Lq AP €T & HICY T A4 mit
(refq) z€Lg lp_ mit €T

Lemma A.12 (Inversion)
(i) Hn[@]}% D, A\A)es & wed = H,,[@,LOH% T, A,
(i) ”H}% T,Ag A A, = Vi<?2 H}% T, A

Beweis. Beim Beweis von (i) verwendet man Lemma A.10 (i) und (iv).

Lemma A.13 (Reduktion)
Fiir A ~\/(A,).,e; mit tk(A) = p # Q und 1h(A) € H,[O] gilt

Hn[@]l% T,-A & Hn[@]’% AA = HW[@HZ‘Lﬁ T, A.

Beweis analog zu 5.7, aber unter Verwendung von A.10 (ii) und (v).
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Satz A.14 (Pradikative Schnittelimination)
Sei o € H,y[O] und Q & [p, p+ w°|.

MO e T = HosensnOIE T

Beweis durch Hauptinduktion nach o und Nebeninduktion nach 8. Im kriti-
schen Fall haben wir fiir eine Schnittformel C' mit rk(C') < p + w®

’Hn[@]% I',(=)C mit fy < B und 1h(C) € H,[O].

Aus der Nebeninduktionsvoraussetzung folgt

(1) Hyspari 22 T, (5)C.

Wegen a, 5 € H,[0] ist paf € Hyapap+1[0]. Ist 1k(C) < p, so folgt die
Behauptung mit (cut). Sei also rk(C) = p+w* + ... + w* mit a,, < -+ <
a1 < a. Im Fall n = 0 setzen wir a; := 0. Durch Reduktion 5.7 von (1) erhalten

wir

o . Soi=wpaly-2 und
Hyg [@”m ' mit N := 1 D pafy + 3.

Wir wenden n-mal die Hauptinduktionvoraussetzung und bekommen

Siv1 = pai§;  und

H, (O] T mit
P Nit1 =1 D i1 + 1.

Aus stglh(C) C H,[0] folgt nach Lemma A.10 (iii) rk(C) € H,42[0], also
insbesondere n, Nay < FO(n +2)0 und o < 0(n+2)0. Wir erhalten &, < a3
durch die Wachstumseigenschaft der p—Funktion (siche Lemma 3.1). Nun muss
noch H,,[0] C Hyspap+1[0] gezeigt werden, damit die Behauptung durch
Monotonie erreicht werden kann. Dies geschieht mit Lemma A.9 (iv) durch die
folgenden Rechnungen.

® 1, <D paf

e SCan, = SCo{n, a, By, a1} < 0(n+2)0 < 0(n® paf +1)0
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o Nn, < Nn+ Noafo +3+ >0 (N& + 1)
< Nn+ Na+ NBy+4+n(n+nNaj + N&)
< Nn+(2n+1)Na+ (2n+1)NBy+n*Nag +n(n+2) + 4
< Ny +5[F0(n & paB)Of
< ®(Nn+Fo(n @ paB)O) mit ($.2)

Lemma A.15 (Persistenz)

'H}% I'Vzel, A(z) & peHNn = HI% I',VzeLls A(x)

Lemma A.16 Sei A ~ A\(A,).es oder A~ \/(A,).es und t,t1,--- , i, € J.
(1) Hno(a,a)+1[A, A € Huoa,a)+1[A, A
(ii) stg(er, - ,tn) Cstg(A, A & 1<n <2 -max{nt(B): B € A}
= HNo Ay oAn) 111 Ay ALl C Hino(a, )11 [A, A

Beweis siehe Anhang, Lemma B.6.

Mit diesem Hilfslemma erhalten wir durch eine Beweisfiihrung wie in Lemma
6.2:

Lemma A.17

[A]

0 A

RSO A = HuowyalA]
Um die Ag—Kollektion einbetten zu konnen, haben wir die Regel (refg) in unser
halbformales System RS(Q2) aufgenommen.

Lemma A.18 (Einbettung von (Ay—Koll)) Es sei Q@ € H und F eine
RS(§2)-Formel mit stg(F') C Q und FV(F) C {z,y}. t sei ein RS(2)-Term.
Fiir B(z) :=Vxet3yez F(x,y) gilt

HNo(elD) |(|)KOH” Koll wobei Koll := B(Lg) — 3z€Lq B(z).
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Beweis. Der Beweis verlauft genau wie derjenige von Lemma 6.6, wobei hier

der Schluss (refg) die Rolle von (mah) iibernimmt.

Die Aussagenlogik ldsst sich wortlich wie bei der KPM—Analyse behandeln.

Somit erhalten wir:

Satz A.19 (KPw-Interpretationssatz)
Zu ¢ € L gibt es einn € T(Q) und ein n < w, so dass

wQ—i—w + n Q
KPw (b = HWW ¢
qgilt.

Aufgrund der einfacheren Gestalt der verfeinerten Operatoren, kénnen wir die
Kontrolleigenschaft der Operatoren in diesem Kalkiil direkter ausnutzen. Die
Rolle, die die n—Kollabierung fiir die H"-Operatoren spielt, kann hier von einer
einfachen Art der Beschriankung (Teil (ii) im folgenden Lemma) {ibernommen

werden.
Satz A.20 (Beschrinkung)
(i) H}% IC & a<BeHnNy & CeXaly) = H}% r,c®
(ii) H,[O]fg T, 3v€L, A(x) & T C Ag(w)
= HunO]ff I, 32€Lpg0 Al2)
Beweis. (i) Der Beweis aus [Rathjen 1994b], Lemma 7.6, greift auch fiir diesen

Kalkiil.

(ii) durch Induktion nach . Im interessanten Fall ist 3z€L,, A(x) die Hauptfor-
mel des letzten Schlusses. Aufgrund der Schnittfreiheit und wegen I' C Ag(w)
kommt als Schluss nur (\/) in Frage. Also haben wir

Hn[@]l% T, 3z€Ll, A(z),t € Ly, A A()) fiir ein ¢ € T,
Es ist 0.E. |¢| € stg(A()) € H,[0], daher gilt |t| = N|| < FonO. Wegen
LEL, =1 € Lpgyo und stg(Fz€lyg, o A(z)) = stg(Iwvel, A(r)) U {Fone} C
H,11[0] (mit Hilfe von Lemma A.9 (iii)) folgt die Behauptung mit (\/) aus

der Induktionsvoraussetzung.
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Satz A.21 (Imprédikative Schnittelimination)
Sei T' C X<y (Q) und © < O(n +1)0.

HlOf— T = Hoa[OI120 T it 6= 1y w0

Beweis durch Induktion nach «. Die Schliisse (/\), (\/) und (refn) kénnen wie

in 7.6 behandelt werden, wobei man untenstehende Eigenschaften nutzt.
(@)  nO < 6(n+1)0 < Ha0
(b)  0a0 € Hayq[O]
() o €Hyl®Na & Oy < O(n+1)0
= 0ap0 < 060 & Hey111090] € Hat1[O0)
(a) und (b) folgen aus Lemma A.4 (iii) bzw. A.9 (iii).
(c) Esist ap < & und aus a € H,)[O] folgt mit (a) SCaay < 640, wodurch sich
Ocp0 < 0&0 mittels Lemma A.4 (iii) offenbart. Die Inklusion der Operatoren
folgt mit Lemma A.9 (iv) aus N(ap+ 1) < Na+ Nag < Na + FOn(©y) <
O(Né + FOa(0y)).
4. C ist ein RS(2)-Satz mit rk(C) < Q und es gilt

(1) H,[0)] ?‘20 7 0.()C mitag<a und Ih(C) € H,[O].

4.1. 1k(C) < Q. Aus stg(C) € H,[0] folgt mit (a) SCark(C) = SCqstg(C) <
040, also wegen 1k(C) < Q auch rk(C) < 6a0. Die Behauptung kann somit

aus der Induktionsvoraussetzung mit (cut) erschlossen werden.

4.2. tk(C) = Q, also 0.E. C = Jze€lqg A(x). Es ist I',C C ¥1(Q), daher
kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf die Herleitung von I', C' aus (1)

anwenden.
Hey 1 [011290 T 3reL A(x)

Durch Beschrinkung A.20 (i) erhalten wir wegen 0dy0 € H,11[0)]

Hay 1 [0)12900 T, Fre g Al2).
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Um spéter einen Schnitt durchfithren zu konnen, setzen wir Monotonie ein.

01y
(2) Hn/H[@]}m T, 32€Lgg0 A(z) mit 7 := dp & w®* + 1

Die Herleitung von I', =C' in (1) wird mit Persistenz A.15 bearbeitet:
!
Heo+1[0] IQ()*—H I, Va€Lgjg,0 ~A(z)

Wegen I',VoeLjgo~A(z) € Y<1(2) kann nun die Induktionsvoraussetzung

zum Einsatz kommen.

6n'0
(3)  Hyi1[0]FL2 T, Var€Lig,o ~Al)

Bevor der Schnitt durchgefiithrt wird, soll der Operator in (2) und (3) auf
Ha+1[0] erhoht werden. Dies ist nach Lemma A.9 (iv) moglich, denn es gilt:

e +1<a

o (f +1)* <040 wegen n* < On0 < 640 und of, < AnO < HAG0

e N(W +1) <4+ Nag+ Ndy <4+2Nag+ Na < 4+ Na + 2F0n0

< ®(Na + Foao)

Mit dem erhohten Operator kénnen (2) und (3) wegen rk(Iz€Llyy o A(z)) =
60 < &0 und 6n'0 < 6a0 und lh(3z€lsy,o A(z)) = h(C) € H,[O] C

Har1[0O] zur Behauptung zurecht geschnitten werden.

Aus Lemma 8.3 erhalten wir den folgenden partiellen Korrektheitssatz:

Lemma A.22 (partielle Korrektheit) Seistg(I') C w. Dann gilt
HIETE] = L, = \/T()

Damit haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um den Hauptsatz fiir die Cha-
rakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen von KPw beweisen zu

konnen.



135

Satz A.23 (Hauptsatz)
Sei ¢ € Ay eine Lc—Formel mit FV(¢) C {z,y}.
Gilt KPw F Lomega(z) — Vrezyez d(x,y), so gibt es ein n < deqyq mit

L., = V2 3y€llp, (a) (z, y).

Beweis. Auf bekannte Weise erhélt man durch Einbettung, Schnittelimination

und Inversion fiir ein n € T(2)
Hn[t]}% JyeL, A(t,y) fiir alle t € T

Nun kommt die Kontrolleigenschaft der H,~Operatoren zum Tragen. Der Teil

(ii) des Beschrankungslemmas A.20 liefert
Myt yELr,,, Alt,y) firalle t € T3,

Eine Anwendung des partiellen Korrektheitssatzes A.22 ergibt
L, |= 3y€lr, , A(o(t),y) fir alle t € T

Wegen Lemma A.2 und 8.2 folgt hieraus die Behauptung.

Korollar A.24 (Die beweisbar rekursiven Funktionen von KPw)

Die rekursiven Funktionen, deren Totalitit in KPw bewiesen werden kann,
sind genau diejenigen Funktionen, die durch iterierte Anwendung von Sub-
stitution, primitiver Rekursion und (F?)nﬂ?sn ., ~beschrinktem p—Operator auf
die Funktionen (z — 0), (z — x + 1) und (¥ — z;) erzeugt werden.
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Anhang B

Normabschitzungen fiir die

Einbettung

In diesem Kapitel werden die léstigen, aber einfachen Rechnungen ausgefiihrt,
die in der Einbettung benétigt werden. Diese gelten gleichermafien fiir die
Systeme RS(€2), RS(M) und RS(K). Sei also ¥ € {Q, M,K}. Fiir das System
RS(Q2) sind die Abschédtzungen von no(Ad(b)) tiberfliissig. Die Untersuchung
der Formeln Ad®(b) eriibrigt sich wegen der Identitéit no(Ad*(b)) = no(Ad(b)).

Lemma B.1
(i) no(a =b) < Wt . 2@ W 2@ W2 202
(ii) Nno(a =0b) <16 + 6N|a| + 6N|b|

Lemma B.2
Ist ¢(F) eine LY ,~Formel mit Ih(¢"=) < ®(Na) und sind t RS(9)-Terme mit
t'| < o und N|t'| < Na, so gilt:
(i) no(gh(f)) < w* -Ih(¢")
(ii) Nno(¢t=(t)) < ®(Na+ 1)
Beweis durch Induktion nach ¢. Es wird anstelle von (ii) zunéchst

(iii) Nno(¢™(t)) < ®(Na)-Ih(¢")

137
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gezeigt.
e (i) mno(Ad(a)) = w2 < 3
(iii) Nno(Ad(a)) <3+ 3N|a] <3+3Na < ¢(Na)
e (i) mno(a€b) = w2 g3 < e
(iii) Nno(a €b) <3+3N|a|+2+3N[b| <5+6Na < ®(Na)
e Nach Voraussetzung ist 1h(¢t) < Na, also a > 0, daher gilt 2 < w?®.
(i) no(AV B)= 2+4no(A)+no(B)
<1V 2 4 w3 . 1h(A) + w3 - 1h(B)
< W (Ih(A) +1h(B) + 1)
(i) Nno(A V B)= 2+ Nno(A)+ Nno(B)
< 2 4 ®(Na)lh(A) + &(Na) - Ih(B)
< O(Na)(Ih(A)+1h(B) +1)
e (i) mno(dz€el,B(x)) < w**@®no(B())+1
<Iv w3 @ w3 . 1h(B)
= w*.(Ih(B) +1)
(ii) Nno(3reL, B(z)) < 24 3Na+ Nno(B(9))
<24 3Na + ®(Na) - 1h(B)
< ®(Na)(Ih(B)+1)
e Ist der Beschrankungsterm a # L, so gilt |a| < «
(i) no(3rcaB(x)) < WU @ no(B(2))
<Iv w3 @ w3 - Th(B)
= w3 . (Ih(B)+1)
(ili) Nno(Fzx€a B(z)) < 24 3N|a| + Nno(B(2))
<2+ 3Na+ ®(Na) - 1h(B)
< ®(Na)(Ih(B)+1)
Die Behauptung (ii) folgt nun wegen lh(¢" ) < ®(N«) und Eigenschaft ($.6):
Nno(¢) < ®(Na)? < ®(Na+1)
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Lemma B.3
(i) no(F(a)) < w’ld*2.nt(F) @ no(F(2))
(ii) Nno(F(a)) < N(w?*2).nt(F) + Nno(F(2))

Beweis durch Induktion nach F'. Tritt a nicht in F'(a) auf, so ist die Behauptung
klar. Andernfalls gelten die folgenden Ungleichungen.
e (i) mno(Ad(a)) = w2 < Wl+2 @ no(Ad(@))
(ii) Nno(Ad(a)) = N(w?"*?) < N(w’l+2) + Nno(Ad(2))
e (i) mno(a€a) = W2 @i+t < 3lal+2. 9 = a2 nt(a € a)
(i) Nno(a € a) = Nw?ldl+2 4 Nydlaltl < (Nw3lel+2) . 2
= N(wW3l+2) . nt(a € a)
(i) no(a €b) = w2 @3+t < 3lal+2 g no(z € b)
(ii) Nmno(a € b) = Nw3lal+2 4 N3P < Nlal+2 4 Nno(@ € b)
e (i) mno(bea) = W2 udlatt <« WIlaHt2 gno(b € @)
(ii) Nmno(b € a) = NwblH2 4 N+l < Nlal+2 1 Nno(b € @)
(i) no(A(a) vV B(a))
= no(A(a)) +no(B(a)) + 2
<Iv 3lal+2 . nt(A) @ no(A(2)) @ w?ld*? . nt(B) @ no(B(@)) + 2
= WIl+2 . (nt(A) +nt(B)) @ no(A(@) Vv B(2))
(i) Nno(A(a) V B(a))
= Nno(A(a)) + Nno(B(a)) + 2
<" Nw3lal+2 . nt(A) + Nno(A(@))
+Nwl9+2 . nt(B) + Nno(B(@)) + 2
= N2 (nt(A) + nt(B)) + Nno(A(2) vV B(@))
e (i) no(3zr€aB(z,a))
< W @ no(B(2,a))
<Iv y3lal+2 g 3lal+2 . nt(B) @ no(B(2, @))
< W2 (nt(B) + 1) ® no(3xecb B(z, @))
(i) Nno(3r€a B(z,a))
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< Nw¥let! + Nno(B(@,a))
<Iv Nw3lal+2 1 N3lelt2 . nt(B) + Nno(B(@, @))
< N (ue(B) + 1) + Nno(Jreb B(x, 2))
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e Sei Ly # a.
(i) no(FzeLly B(z,a))
= W @ no(B(2,a))+ 1
<!V 3Pl @ W3lel+2 . nt(B) @ no(B(2, 2)) + 1
= w32 . nt(B) & no(Ix€Lyy) B(z, 2))
(i) Nno(JxeLy B(x,a))
= Nw?l + Nno(B(2,a))
<V N3l - Nw3lal+2 . nt(B) + Nno(B(2, @))
= Nw3l*2.nt(B) + Nno(Jz€Ly, B(z, 2))
e Seib# aund b #Z Ly,.
(i) no(3zebB(x,a))
= W @no(B(2,a))
<1V (3L @ (3lal+2 . nt(B) @ no(B(2, @))
= 2. nt(B) @ no(3reh B(x, 2))
(i) Nno(3zxebB(z,a))
= Nw*l !+ Nno(B(2,a))
<!V N3P - N3lal+2 . nt(B) + Nno(B(2, @))
= Nuw3l*2 . nt(B) + Nno(3z€b B(x, 9))

Lemma B.4 Fiir A~ \(A,).ey oder A ~\/(A,).e5 und v € J gilt:
(i) no(A,) < no(A)
(ii) Nno(A,) < ®(Nno(A)) - (N||+ 1)
(i) Nno(A4,) < ®(Nno(A) + N|¢|)

Beweis. (iii) folgt direkt aus (ii). Bei den Abschitzungen fiir (ii) wird sehr
grob verfahren. Dazu sei die folgende Erkldrung geliefert. Wird eine Summe
abgeschétzt durch einen Term der Gestalt n- ® ..., so folgt aus irgendwelchen
einfachen Griinden, dass jeder Summand gegen ¢ ... abgeschétzt werden kann,

und es kommen hochstens n Summanden vor.

e A= Ad(b), alsoist A, =b= ¢ und || < |b].
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(i) no(4,) < W @ W w2 . 2@ 2 < WL . 3 < WIIHF2 = no(A)
Dabei ist |b] > 0 fiir J # () zu beachten.
(i) Nno(A,) <16+ 6N|b| + 6N ||
<3-6B(N|b|+ 1) (N]e| +1)
< O(NwWPH2) (N[ + 1)
= ®(Nno(A)) - (N|¢| +1)
e A=aclyasoist A, =1¢ P ANr=aund J=TY.
(i) no(A,) < W2 @ittt . 2@ Wit . 2 4 2.2 44
< wWilalt2 @ 3t = no(A)
(ii) Nno(A,) <18 +6N|a| + 6N|i| + N(w?l+2)
< 18+ 6N|a| 4+ 6N|¢| + 3(N|e| + 1)
<18+ 6N|a| + 9(N|e| + 1)
< 30(Nw?ldt2 4 Na) - (N|e| + 1)
< O(Nw3lelt2 4 Nwdetl) . (N || + 1)
= ®(Nno(A)) - (N|e| +1)
e A=acfzre€Lly: ¢t (u,t)],alsoist A, = ¢ (1,t) Aa=1rund J =T,
(i) Nach Lemma B.2 und B.3 (i) gilt fir n := max {lh(a = ¢),nt(¢)}
no(A,) < Wil . 2@ W3+ . 29 w? . 2920wl . n@ Wi . n
< WAlal+2 @ 30y @ 3+
< Wlal+2 gy 3o+l
=no(A)
(ii) Nach Definition der RS(9)-Terme gilt t2(¢) < 2lh(¢t) < 2B(Na).
Nach Lemma B.2 und B.3 (ii) folgt
Nno(A,)
<184 6N|a| + 6N|e| + Nno(¢ = (¢,1))
<184+ 6N|a| + 6N|c| + 3(N|e| + 1) - nt(¢p) + (N + 1)
<184 6N|a| + 9nt(¢) - (N|t| +1) + P(Na + 1)



143

< 18+ 6Nla| + 18P(Nao+ 1) - (N|¢e| +1) + P(Na + 1)
<(®5) 18 + d(Nw3l1H2) + (3 + Na) - (N|e| +1) + ®(Na + 1)
4D(NwW3la+2 1 Na) - (N|e| 4+ 1)

O(Nw3a+2 4 Nedett) o (N]o| + 1)

O(Nno(A)) - (N|e| + 1)

e A=Ay V Ay, alsoist J ={0,1}.

AN VAN

(i) no(A4,) <no(Ap) ®no(A;)+2 = no(A)
(ii) Nno(A4,) < ®(Nno(Ay V Ay)) - (N|¢|+1)
o A=3xel, B(z),alsoist A, =1¢ @ A B(t) und J = T.
(i) Nach Lemma B.3 (i) gilt
no(4,) < w2 @ w @ w32 . nt(B) © no(B(@)) + 2
< w3 ®no(B(2)) = no(A)
(ii) Nach Lemma B.3 (ii) gilt
Nno(A,) =2+ Nno(t ¢ &) + Nno(B(1))
< 44 Nw*lH2 4 3(Ne| 4 1) - nt(B) + Nno(B(2))
<4+ 3(N|e|+ 1) +3Nno(B(2))(N|¢|+ 1) + Nno(B(2))
< 8D(Na+ Nno(B(2))) - (N]e| + 1)
< ®(Nw** + Nno(B(@)) +1) - (N|¢| + 1)
= ®(Nno(A)) - (N|¢| +1)
e A=3z€lz €L, : ¢ (z,t)] B(z), also ist A, = ¢ (1,£) A B(:) und
J=T7.
(i) Nach Lemma B.2 und B.3 (i) gilt
no(A,)< w2 . nt(¢) @ w3 - Th(¢p*) @ w342 . nt(B) ® no(B(2))
< w3t @ no(B(9))
=no(A)
(ii) Nach Lemma B.2 und B.3 (ii) gilt
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Nno(A,) = 24 Nno(¢“ (1,£)) + Nno(B(1))
<24 3(N[e|+ 1) -nt(¢p) + P(Na+ 1)
+ 3(N|e| + 1) - nt(B) + Nno(B(9))
<246P(Na+1)- (NJ|+1)+P(Na+1)
+ 3(Nno(B(2))) - (N]e|] + 1) + Nno(B(2))
< 120(Na+ Nno(B(2))) - (N]¢|+ 1)
< O(Nw3* ! + Nno(B(2))) - (N]| + 1)
= ®(Nno(A)) - (N|¢| +1)
Damit haben wir alle Hilfsrechnungen beisammen, um die fiir die Einbettung
entscheidende Aussage iiber die Monotonie der Operatoren in der Analyse

von RS(M) und RS(K) zu beweisen. Zur Erinnerung sei erwahnt, dass mit A

Multimengen von RS(1)—-Sétzen bezeichnet werden.

Lemma B.5 Sei A~ A\(A,).cy oder A ~\/(A,).c; und stg(A, A) C H, wobei
H ewn guter Operator ist. Dann gilt fir v, iq,...,1, € J:

(i) no(A,) <, no(A) in H
(ii) stg(er,...,tn) Cstglh(A, A)* & 1 <n <2 -max{nt(B): B e A}
= No(A,A,,...,A)+n<No(A A) inH

Beweis. Wir zeigen zunéchst eine Hilfsaussage.

(1) stg(try...,tn) Cstglh(A, A)* & n <2 -max {nt(B) : B € A}
= NNo(A A A,)+n < P®(NNo(A, A))

L1yt

Aus der Voraussetzung folgt n < NNo(A). Sei k € {1,...,n} so gewéhlt, dass
Nluy| = max {Nly] : 1 < j < n} ist. Es ist |ix] € stglh(A, A)*, also im
schlimmsten Fall |¢x| =& @ -+ - @ &, mit m, &y, ..., &, € stglh(A, A). Dann ist
Nl € m-max {N¢& : 1 <i<m} < (Nno(A)-NNo(A))2. Unter Hinzunahme

von Lemma B.4 (ii) kénnen wir (1) durch folgende Rechnung verifizieren.
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e NNo(A,A,,,...,A,) +n=NNo(A) @ wha) g...q¢uwHA:) 4
<NNo(A) +n - ®(Nno(A))(N|w| + 1) +2n
<4®(Nno(A)) - (NNo(A))? - (Nno(A))?
<P(Nno(A) + NNo(A) + 1) mit ($.7)
<P(NNo(A, A))

Da no(A) keine Epsilonzahl ist, gilt NNo(A4) = Nw™@) = Nno(A) + 1. Dies
rechtfertigt die letzte Ungleichung. Jetzt sind wir bereit, die beiden Aussagen

des Lemma zu beweisen.

(i) Es gilt SC(stg(A,)) € SC(stg(A,¢)) C H|[], also no(A),no(A,) € H|].
Mit Lemma B.4 (i) und (iii) folgt die Behauptung,.

(ii) Aus stg(er, -+ ,tn) C stg(A, A)* folgt No(AA,,,..., A,,) € H. Aufler-
dem gilt
e No(A,A,,...,A,)+n=No(A) @ >ea @ wreAn) o
< No(A) & mit Lemma B.4 (i)
= No(A, )
)

e NNo(A,A,,...,A, ) +n<B ®&(NNo(A, A)).

Mit einer dhnlichen Rechnung kénnen wir die Monotonie der Operatoren der

Analyse von KPw beweisen.

Lemma B.6 Fir A~ \(A,).c; oder A ~\/(A,).e5 und t,t1,...,1, € J gilt:
(1) Hroa,a)+1[A A € Hon,ay+1[A, A
(ii) stg(er,...,tn) Cstglh(A, A)" & 1 <n <2 -max {nt(B): B e A}
= Hno(ra,, A+ N AL AL C Hinoa,a)+ (A, Al

Beweis. Wir zeigen zunéchst eine Hilfsaussage.

(1) stg(eq, ..., tn) Cstglh(A, A)* & n <2 -max {nt(B): B € A}
= NNo(A,Ay,.. A)+ N(A Ay, A Y+ 4 < (NNo(A, A))

Wie im Beweis des vorigen Lemmas folgt
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2) n < NNo(A) und Nlu;| < (Nno(A)- NNo(A))? fir 1 <j <n.
(2) ( j

Fiir solche ¢ gilt aufgrund der Normeinschrankung bei der Termdefinition
o N(A)< NA-(1+nt(A,)) + N|
< NA-(21h(A,) +1) + N
< Nno(A4) - 2®(max {Na : «a € stg(A)}) + (Nno(A) - NNo(A))?
< 3®(Nno(A)) - (Nno(A))? - (NNo(A))?

Dies impliziert

(3) N(AA,,..., A, < NNoA + 3n®(Nno(A)) - (Nno(A))? - (NNo(A))2.

tn

Mit den in (2), (3) und Lemma B.4 (ii) versammelten Kréften kénnen wir (1)
verifizieren. Dazu sei ein k mit N|¢;| = max {N|¢;| : 1 < j < n} gewéhlt.
o NNo(AA,,....,A,)+NANA,,....A,)
< N(No(A) @ wrea) @ ... @ wroAm)) + NNoA
+3n®(Nno(A)) - (Nno(A))? - (NNo(A))?
< 2NNo(A) +n + n®(Nno(A))(N|w| + 1)
+ 3n®(Nno(A)) - (Nno(A))? - (NNo(A))?
< 7®(Nno(A)) - (NNo(A) - Nno(A))?
< ®(Nno(A) + NNo(A) + 1) mit ($.7)
< ®(NNo(A, A))
Da no(A) keine Epsilonzahl ist, gilt NNo(A) = Nw"#) = Nno(A) + 1. Dies
rechtfertigt die letzte Ungleichung. Jetzt sind wir bereit, die beiden Aussagen
des Lemma zu beweisen. Die kleinen romischen Nummern verweisen auf die

entsprechenden Teile von Lemma B.4.
(i) Es gilt SCstg(A, A,) C SCstg(A, A,¢) und so kann Lemma A.9 angewen-
det werden:
e No(A, A,)+1=No(A)dw™) +1 < No(A)®w™A = No(A, A)
e SCoNo(A, A,) C SCqstg(A, A, ) < INo(A, A)(A, A, L)
e NNo(A, A,)+ 1<% &(NNo(A, A) + N|i|)
< ®(NNo(A, A) +FONo(A, A)(A, A, L))
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(ii) ergibt sich aus den folgenden drei Punkten. Sei o := No(A, A,,, ..., A, )+
1.

°
o)
I
Z

O(A) @ o) @ ... ro(Am) ]
o(A) @ wro)
= No(A, A)
e SCof{a, (A, A,,,..., A, ) C SCastg(A, A) < ONo(A, A)(A, A),
da SCoX™* C SCuX fiir beliebige Mengen X C ON gilt.

o Noa(A A, ...,A, <M &(NNo(A, A))
Aus den ersten beiden Punkten folgt fa(AA,,...,A,,) <
ONo(A, A)(A, A). Zieht man den letzen Punkt und (iv), (v) aus Lemma
A6 hinzu, so sieht man Fda(A, A, ,..., A, ) < FO(No(A, A) + 1)(A, Ay
ein und damit auch die Behauptung (ii).

3%
Z,
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Anhang C
}i Lomega” (L)

Aufgrund der Einschriankungen beim Existenzschluss im RS*~Kalkiil kénnen
wir nicht einmal fir ¥, (w)-Sétze Vollstandigkeit erwarten. Der folgende Satz
schopft aber die Vollstiandigkeit des RS*—Kalkiils so gut aus, dass sich der
Beweis von = Lomega’(L,) leichter als befiirchtet gestaltet.

Lemma C.1 (Partielle Vollstéindigkeit von RS*)
Sei p € Ao und d € T, U{L,} U{[z€Ly, : Fz|: F € ¥<1(L,)}, so dass ¢(a)
eine RS—Formel ist, deren FExistenzquantoren von Termen aus T, beschrdinkt

werden. Dann gilt

L, | ¢(0(@) = [ ¢(@)

Beweis. Wir identifizieren Formeln mit den assoziierten Disjunktio-
nen/Konjunktionen und induzieren iiber deren Schachtelungstiefe in ¢(@). Es
folgt eine Fallunterscheidung nach Gestalt der Formel ¢.

o IL, = A(¢.(a))0;, also L, = ¢,(@)° fiir alle ¢ € J. Liegt eine endliche oder
ein L,-Konjunktion vor, so ist klar, dass die Induktionsvoraussetzung ange-
wendet werden darf. Ansonsten haben wir es bei der zugrunde liegenden Haupt-
formel mit einer Formel Yy€a; A(y) mit a; = [z€L,, : Fx] mit F € Y<(L,)
zu tun. Dann ist Vy€a; Ay ~ At € a; — A())ier, = AN(F (1) V A())er, -
Die Formel =F(:) V A(t) hat eine Gestalt, die uns erlaubt, auch in diesem

149
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Fall die Induktionsvoraussetzung anzuwenden. Wir erhalten also P~ ¢,(a) fur
alle ¢ € J, und mit (A)* folgt die Behauptung.

o IL, E V(¢.(a))%,, also L, = ¢,,(a)° fiir ein ¢n € J. Nach Voraussetzung
gibt es ein t € stg(o(d)) N 7o, so dass VeeJ (o] < |t]), also insbesondere
lto] € stg(¢p(@))*. Nach Induktionsvoraussetzung folgt P~ ¢,,(a@) fiir ein ¢o € J
und mit (\/)* folgt die Behauptung.

Beim Betrachten der folgenden Abkiirzungen ist zu beachten, dass der seman-
tische Gehalt nicht immer ganz dem Namen entspricht. Zum Beispiel trifft der
Satz u = (v, w) auch fiir u = {{v}, {w}, {v,w}} zu. Nichtsdesdotrotz erfiillen

die Formeln ihren Dienst.

Definition C.2 (Abkiirzungen)
u=0:=Vreu(z # z)
u=v+1l:=vCuAveuAVecu(z€v V z=0)
ord(u) := trans(u) A Vo€u trans(u)
NatNo(u) := ord(u) A Voz€u —infinite(z) A —infinite(u)
u={v,w} =veuAwecuAVecu(z=v V = w)
u={v}:=u={v,v}
u = (v,w) = JacuIbeu (a = {v}Ab={v,w}) ANVeeuVyex (y=v Vy =w)
v =1°(u) := JacuIbeuIycb(a = {v} Nb = {v,y})
w = 2"(u) := JacuIbcuIzc€a (a = {z} Ab= {z,w})
Wz, y)eg Az, y) := Fdeg Jaed Fbed Ixrca Fyeb (d = (z,y) N Az, y))
V(z,yyeg A(z,y) = VdegVaedVbedVreaVyeb (d = (x,y) — A(z,y))
zt(uy, ug) := Va€uy Vb Euy Vr€a Yy, €by VbyEus V2 €by
(ur = (@, 91) N up = (z,52) = 41 = 12)
Fun(f) :=VzefVaef zt(21, 22) A Vzef (Jacz3bez IrcaTyeh (2 = (x,y)))
v = Pow™ (u) := Vyev (y C u) AVaeuIyev (y = {z}) A
Vri€vVro€v Jyev (ry CyAas CyAVzey(z €z V 2z € x9))
gdef(g,v,u) := Fun(g) A NatNo(v) A v = 15 (u) A
e, yyeg(e=0Ay=0)ANuegA
V{mi,y1)€g (m1 € v — I(ma, ya2)Eg (m2 =mi+ 1Ay = Powﬁn(yl)))
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fsep(u) := 3¢ Jacu Ibeu Inca Iyeb (u = (n,y) A gdef(g,n,u)
fdef(f,u) :=Fun(f) A Hz,y)ef (x=0Ay=0)A
V(my,y)€f I(ma, y2)€f (me =mi + 1Ay, = POWﬁn(?Jl)) N
VeeuI(m,y)ef (z € y) AV(m,y)ef (NatNo(m) Ay € u)
Lomega(u) := 3f fdef(f, u)

Mit Hilfe der Seperationsformel fsep wird nun ein RS(¢)-Term f definiert, fiir
dessen Standardinterpretation o(f) = {(m,L,,) : m € w} gilt. Die ersten
beiden Zeilen der Formel fdef(f, u) fordern, dass f mindestens diese Funktion
umfasst. Mit der Forderung V(m, y)e f (NatNo(m)) aus dem letzten Konjunk-
tionsglied folgt, dass f genau obige Funktion darstellt. Der andere Teil des
letzten Konjunktionsgliedes besagt, dass der Bildbereich von f eine Teilmenge
von u ist, d.h. I, C o(u). Das vorletzte Glied bewirkt schlielich o(u) C L,
Daher leistet die Formel Lomega das Gewiinschte und der unten definierte
Term f ist ein Zeuge fiir sie.

Beziiglich der Komplexitiaten obiger Formeln beachte man, dass die Formeln
fsep und Lomega Y;—Formeln sind, wohingegen alle anderen beschriankte For-

meln sind.

Definition C.3 Wir definieren RS—Terme f und g, firn € w.
f:=lx el : fsep”(x)]

Dies ist wegen lh(fsep”) < ®(2) = &(Nw) ein RS-Term.

Fiirn € w kénnen wir mit Lemma 8.2 RS—Terme g,, wdhlen, fiir die
0(gn) = {(m, Lm) : m < n}

qgilt.

Lemma C.4
(i) = Fun(f)
(ii) }1 V{m,y)ef (NatNo(m) A y € L)

Beweis. Fiir die vorliegenden Formeln kann der partielle Vollstandigkeitssatz

C.1 angewendet werden.
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Lemma C.5 }1 Nz, y)ef(r =2 N y=9)
Beweis. Setze s := [x € Ly : x = z] € T;. Nach Lemma C.1 gilt
’i Ja€sIbesIncaJyeb (s = (n,y) A gdef(g,n,s)).
Wegen |go| = 2 € stg(s)* folgt mit einem (\/)*~Schluss
’i s € f = fsep”(s)
Mit der partiellen Vollstandigkeit C.1 erhalten wir
’i JaesIbesIrcaTyeb (s = (z,y) Nz =2 N y= D).

Aus den letzten beiden Herleitungen folgt mit (/\)* und (\/)* (zuléssig wegen
|s| = 1 & stg(f)")

’iﬂ@,wef(m:@ Ay=0).

Lemma C.6 }1 V{my, y)Ef Ima, o) Ef (my = my + 1 A yo = Pow™ (1))

Beweis. Fiir u, € T, gilt entweder 1. oder 2.
1. o(u,) hat keine Gestalt (n,1L,). Dann folgt mit Lemma C.1 P~ u, € f und

mit (\/)*
Ii Uy = f — Vaeu, Yoeu, Vmi€aVy, €bI(ma, yo) € f

(my=my + 1 A gy = Pow™ (y1)).

2. o(y;) = (my, L) mit m; € w. Seien my,y,,u, € 7, mit o(my) = my +
1, 0(y,) = Lin,+1 und o(u,) = {(o(my), o(y,)) gewéhlt (mit Lemma 8.2). Nach
Lemma C.1 gilt (mit m, als Zeuge fiir m)

Ii da€u, Fbeu, Imea Iyeb (yo = (m,y) A gdef(gm,, m, usy)).
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Wegen |g,n,| = ma + 3 € stg(uy)* folgt mit einem (\/)*~Schluss'
Ii u, € f.

Des Weiteren erhalten wir mit Lemma C.1
|i my=my+1Ay,= Powﬁn(gl).

Aus den letzten beiden Herleitungen bekommen wir wegen |u,| € stg(y,)* mit

einigen (\/)*~Schliissen

|i I(ma, yo)€f (M =my +1 A yo = Powﬁ“(yl))-
Es folgt

Ii uy € f — Vacu, Ybeu, YmicaVy, €bI(my, o) Ef

(mg =my +1 A yy = Pow™(y,)).

Aus der unter 1. und 2. erstellten Herleitung erhalten wir mit (A)* die Be-

hauptung.
Lemma C.7 }1 Veel, I(m,y)ef (z € y)

Beweis. Fiir x € T, setze n := |z| + 1 und wéihle u € T, mit o(u) = (n,1L,).
Mit Lemma C.1 folgt

Ii JacuIbeuImeadyeb(a={m} N b={m,y} Nz €y).

Wie in Lemma C.6 Fall 2. erhalten wir }i u € f und mit (\/)* folgt wegen
lul = n +2 € stg(z)*

< 3m,y)ef (z € y).
Mit (A\)* erhalten wir die Behauptung,.
Korollar C.8 RS(@)}i Lomega” (L)

Beweis. Lemma C.4 bis C.7 und (\/)* mit |f| = {w} C 0*.

'Um diesen Schluss (und einen in Lemma C.7) ausfithren zu kénnen, haben wir die Menge
X* um die Komponente {m € w : In€X Nw (m < n+ 3)} erweitert.
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